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Introduction

Le but de ce document est de présenter divers aspects des équations dio-
phantiennes, afin de donner quelques pistes possibles pour la leçon d’agréga-
tion correspondante Exemples d’équations diophantiennes.

Définition 0.1. Une équation diophantienne est une équation dont l’ex-
pression ne fait intervenir que des nombres entiers, et dont on cherche les
solutions entières.

De telles équations présentent des niveaux de difficultés très divers, et
les techniques de résolution sont très variables. Nous allons présenter divers
problèmes et méthodes de résolution.
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1. Équations linéaires

Définition 1.1. On appelle système d’équations diophantiennes linéaires
un système de la forme AX “ B, où A P Mn,mpZq, B P Mn,1pZq, et où l’on
cherche les solutions X P Mm,npZq.

1.1. Résolution avec une ou deux variables. Ce sont des exemples fa-
ciles ou classique. Par exemple l’équation ax “ b avec a, b P Z est une
équation diophantienne qui n’admet de solution que si a | b.

Le théorème de Bézout et l’algorithme d’Euclide étendu sont les méthodes
classiques pour résoudre une équation diophantienne du type ax` by “ c.

Théorème 1.2 (Théorème de Bézout). Soient a, b P Z, alors si l’on note
d “ pgcdpm,nq il existe un unique couple pu, vq P Z2 tels que au` bv “ d.

Démonstration. Méthode pratique : algorithme d’Euclide (étendu)
r u v

r0 “ a u0 “ 1 v0 “ 0
r1 “ b u1 “ 0 v1 “ 1
. . .

ri`1 “ ri´1 ´ pri´1 ˜ riqri ui`1 “ ui´1 ´ pri´1 ˜ riqui vi`1 “ vi´1 ´ pri´1 ˜ riqvi
ainsi a “ u0a` v0b, b “ u1a` v1b et en général ri`1 “ ui`1a` vi`1b

Méthode théorique : dans un anneau principal pdq “ paq ` pbq. �

Remarque 1. On peut montrer que l’algorithme d’Euclide met le plus de
temps pour a, b deux éléments consécutifs de la suite de Fibonacci. En effet,
le pire qui puisse arriver c’est que le quotient pri´1˜riq soit égal à 1 à chaque
étale. Dans ce cas, on reconnait bien la suite de Fibonacci.

Puisque fn “ p1`
?
5

2 qn` p1´
?
5

2 qn, on en déduit (en supposant que chaque
multiplication, addition, division a un coût d’une opération) que la com-
plexité de l’algo est de lnpsuppa, bqq.

Corollaire 1.3. L’équation ax` by “ c admet des solutions si et seulement
si d “ pgcdpa, bq | c. Dans ce cas, si u0, v0 est une solution particulière, alors
l’ensemble des solutions est donnée par pu0 ´ b{dk, v0 ` a{dkq, pour k P Z.

Démonstration. Calculs classiques �

1.2. Équations linéaires en n variables. Pour le cas général, on utilise la
réduction sous forme normale de Smith des matrices à coefficients entiers :

2



Théorème 1.4. Soit A P Mn,mpZq, alors il existe U P GLm et V P GLn et
une unique suite d’entiers d1, ¨ ¨ ¨ , dr telle que d1 | ¨ ¨ ¨ | dr telles que :

UAV “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

d1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 d2
. . . 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

...
. . . . . . 0

...
. . .

...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ dr
...

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ D

Démonstration. Lire Objectif Agrégation p 275 (module de type fini sur
un anneau principal) et surtout à partir de la page 285 pour l’approche
matricielle car il existe un algothithme pour calculer U , V et D.

La preuve est esssentiellement un pivot de Gauss. Cette preuve marche
aussi sur des anneaux euclidiens. �

Résoudre l’équation AX “ B revient donc à résoudre DV ´1X “ UB. On
résout donc le système DY “ UB et les solutions cherchées sont X “ V X.
Il peut ne pas y avoir de solution (si des relations de divisibilité entre les di
et les coefficients de UB ne sont pas satisfaites). Lorsqu’il y a des solutions,
elles sont en nombre fini si et seulement si le rang r de A est égal à son
nombre de colonnes n. Dans ce cas, la solution est en fait unique.
‚ Retour sur le cas n “ 1 et m “ 1.
On veut résoudre

`

a b
˘

ˆ

x
y

˙

“ c. On note A “ pa bq, alors la forme

normale de A est donnée par
`

a b
˘

ˆ

u b{d
v ´a{d

˙

“
`

d 0
˘

où au` bv “ d avec d “ pgcdpa, bq.

Les solutions de pd 0q

ˆ

x
y

˙

“ c sont x “ c{d et y “ k P Z. Ainsi

`

x y
˘

“

ˆ

u b{d
v ´a{d

˙ˆ

c{d
k

˙

“

ˆ

u cd `
b
dk

v cd ´
a
dk

˙

2. Exemples d’équations diophantiennes en lien avec la
géométrie

2.1. Le cercle et les triplets pythagoriciens. On cherche à résoudre
l’équation x2 ` y2 “ z2 avec pa, y, zq P Z3. Un tel triplet d’entiers (positifs)
correspond aux côtés d’un triangle rectangle.

Proposition 2.1. Les triplets px, y, zq P Z3 vérifiant x2 ` y2 “ z2 sont
exactement ceux de la forme papq2 ´ p2q, 2apq, 2pp2 ` q2qq avec p, q deux
entiers premiers entre eux et a P Z.
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On peut trouver une autre preuve dans Hindry arithmetics , Chapitre 3
prop 2.4 (p83) dans l’édition de 2011 en anglais.

Démonstration. On commence par constater qu’un tel triplet est effective-
ment solution.

Réciproquement, on se donne px, y, zq P Z3 vérifiant x2 ` y2 “ z2. On
peut supposer que z ‰ 0, sinon la solution est x “ 0, y “ 0. De plus, quitte
à multiplier par leur pgcd commun, on peut suppose que pgcdpx, y, zq “ 1.
En particulier, cela implique que x, y, z sont premiers entre eux deux à deux.
En effet, si pgcdpx, yq “ d, alors d2|z2 et en particulier d|z. De même si
pgcdpx, zq “ d, alors d2|y2.

Par ailleurs, en étudiant l’équation x2`y2 “ z2 modulo 4, on remarque que
z2 ne peut être congru qu’à 0 ou 1. Par ailleurs, x et y sont nécessairement de
parité différente. En effet, ils ne peuvent être pairs tous les deux car premiers
entre eux et ne peuvent être impair tous les deux car sinon x2 ` y2 “ 2
mod 4. Sans perdre de généralité, on peut donc supposer y pair et x impair.

De plus, on peut réécrire l’équation sous la forme pxz q
2 ` p

y
z q

2 “ 1. En
particulier X “ x

z et Y “
y
z correspondent à un point rationnel du cercle

unité.
Affirmation 1 : Un paramétrage rationnel du cercle est donné par

p1´t
2

1`t2
, 2t
1`t2

q pour t P Q. On prouvera cette affirmation plus tard.
Si on pose t “ p{q avec p, q premiers entre eux, alors

1´t2

1`t2
“

1´pp{qq2

1`pp{qq2
“

q2´p2

q2`p2

2t
1`t2

“
2p{q

1`pp{qq2
“

2pq
p2`q2

On en déduit qu’il existe des entiers p, q premiers entre eux, tels que
#

x
z “

q2´p2

q2`p2
y
z “

2pq
p2`q2

Comme on a supposé x, y, z premiers entre eux alors il existe k P Z tel que
$

&

%

q2 ´ p2 “ kx
2pq “ ky

p2 ` q2 “ kz

Par ailleurs ypq2`p2q “ 2pqz, soit encore si y “ 2y1 : y1pq2`p2q “ pqz, donc
pq|y1pq2 ` p2q, or pgcdpq2 ` p2, pqq “ 1. En effet, soit d un diviseur premier
de pq, il divise soit p soit q (mais pas les deux à la fois). S’il divise p, alors
il ne divise pas q et ne peut donc pas diviser q2 ` p2. Ainsi y1 “ pq, donc
y “ 2pq, et on en déduit que k “ 1.

Ainsi
$

&

%

q2 ´ p2 “ x
2pq “ y

p2 ` q2 “ z

�
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Preuve du paramétrage. On veut calculer l’intersection du cercle et de la
droite de pente t passant par px, yq et p´1, 0q. On veut donc résoudre le
système

"

x2 ` y2 “ 1
y “ tpx` 1q

En particulier, on a 1 ´ x2 “ t2px ` 1q2. On a une solution évidente qui
est ´1, en supposant x ‰ ´1, on peut simplifier par x ` 1 et on obtient
1´ x “ t2px` 1q. Ce qui donne deux solutions

x “ 1´t2

1`t2
; y “ 2t

1`t2

On vérifie de plus que t P Q si et seulement si pxptq, yptqq P Q2. Un sens
est clair, quand à l’autre, si p1´t

2

1`t2
, y “ 2t

1`t2
q “ pu, vq P Q2, alors

v

1` u
“

2t
1`t2

1` 1´t2

1`t1

“
2t

1` t2 ` 1´ t2
“ t

Donc t P Q. �

Corollaire 2.2. L’équation x4 ` y4 “ z2 n’a pas de solutions entières telles
que xyz ‰ 0.

Démonstration. La démonstration se base sur le principe de descente infinie
dû à Fermat. On montre qu’à partir d’une solution entière positive px, y, zq P
N3 vérifiant x4`y4 “ z2, on peut construire une autre solution pa, b, cq P N3

vérifiant a4 ` b4 “ c2 avec c ă z.
Soit x, y, z un triplet solution d’entiers positifs. On suppose que c’est le

triplet solution avec le plus petit z tel que xyz ‰ 0. Une première réduction
permet de supposer que x, y, z sont premiers entre eux deux à deux. Ainsi
x2, y2, z sont également premiers entre eux deux à deux. Alors il existe p, q
deux entiers positifs premiers entre eux, tels que x2 “ q2 ´ p2, y2 “ 2pq,
z “ p2` q2. On constate que px, p, qq est également un triplet pythagoricien,
ainsi on peut trouver u, v P N2 premiers entre eux tels que x “ u2 ´ v2,
p “ 2uv, q “ u2 ` v2.

On obtient alors que y2 “ 4uvpu2`v2q. Puisque uv et u2`v2 sont premiers
entre eux, ce sont des carrés. On peut alors écrire u2 ` v2 “ q “ c2, ce qui
nous donne encore un triplet pythagoricien. Par ailleurs, comme uv est un
carré et que u et v sont premiers entre eux alors u “ a2 et v “ b2. On a alors
a4 ` b4 “ c2 avec |c| ă |z|. Comme on a choisi z minimal cette construction
est impossible. �

Pour voir un autre exemple de descente infinie voir les Oraux X/ENS
Algègre 1 ex 4.38. Pour α ą n ě 2 l’équation x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ αx1 ¨ ¨ ¨xn n’a
pas de solution entière autre que p0, ¨ ¨ ¨ , 0q.

Corollaire 2.3. L’équation x4 ` y4 “ z4 n’a pas de solutions entières telles
que xyz ‰ 0.
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Démonstration. Si x, y, z vérifie l’équation x4 ` y4 “ z4 alors le triplet
px, y, Zq “ px, y, z2q vérifie x4 ` y4 “ Z2 et xyZ ‰ 0, or nous avons vu
que cette équation ne possède pas de telle solution. �

2.2. Généralisation pour les coniques. On peut imaginer parler rapide-
ment de cette section dans la leçon sur les coniques.

À l’instar du cercle, on peut paramétrer les coniques et déterminer les
points rationnels d’une conique pour peu qu’on en connaisse au moins un.

Soient a, b, c trois entiers non nuls. On cherche les solutions rationnelles de
ax2 ` by2 “ c. On suppose connue une solution x0, y0 rationnelle de l’équa-
tion. Comme précédemment on peut paramétrer la conique en considérant
le deuxième point d’intersection de la droite de pente t passant par px0, y0q
avec la conique.

On veut calculer l’intersection de
"

ax2 ` by2 “ c
y “ tpx´ x0q ` y0

Alors ax2 ` bptpx´ x0q ` y0q2 “ c.

ax2 ` bt2px´ x0q
2 ` 2bty0px´ x0q ` by

2
0 ´ c “ 0

Or by20 ´ c “ ´ax20
apx´ x0qpx` x0q ` bt

2px´ x0q
2 ` 2bty0px´ x0q “ 0

On veut une solution telle que x ‰ x0, on peut donc simplifier par x ´ x0
pour en déduire l’équation

apx` x0q ` bt
2px´ x0q ` 2bty0 “ 0

Finalement
$

&

%

x “
bx0t

2 ´ 2bty0 ´ ax0
a` bt2

y “ tpx´ x0q ` y0

Puisque t “ y´y0
x´x0

, on en déduit que px, yq est rationnel si et seulement si
t est rationnel.

Exemple 2.4. Considérons l’équation x2 ´ 5y2 “ 1. Une solution de cette
équation est donnée par p1, 0q. En paramétrant comme précédemment à par-
tir de ce point, on en déduit le paramétrage

#

x “ ´5t2´1
1´5t2

y “ ´2t
1´5t2

Attention : cependant l’analyse pour déterminer les solutions entières de
l’équation X2 ´ 5Y 2 “ Z2 est moins facile. On pose t “ p

q avec p et q deux
entiers premiers entre eux. On a alors

$

’

&

’

%

X

Z
“ x “ ´5p2´q2

q2´5p2

Y

Z
“ y “ ´2pq

q2´5p2
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En effet, on ne peut ici a priori pas conclure que Y est nécessairement pair,
ni que pq et q2 ´ 5p2 sont premiers entre eux.

Attention 2 : par ailleurs, on ne peut a priori pas facilement déterminer
les solutions entières de l’équation x2 ´ 5y2 “ 1 à partir de ses solutions
rationnelles.

2.3. Pour aller plus loin dans le paramétrage : les courbes ellip-
tiques. Pour la culture, à éviter en leçon

Une cubique est une équation de la forme

ax3 ` bx2y ` cxy2 ` dy3 ` ex2 ` fxy ` gy2 ` hx` iy ` j “ 0.

Si cette équation est non singulière (c’est-à-dire si les dérivées partielles ne
s’annulent pas simultanément en un point de la courbe) on dit que la courbe
est une courbe elliptique.

-Raconter historiquement on veut étudier les points rationnels d’une courbe
(et c’est un problème difficile).

- C’est relié en particulier au théorème de Mordell-Weil

Théorème 2.5 (Mordell-Weil). Le groupe associé à une courbe elliptique (le
groupe des points rationnels, muni de la loi +), est de type fini. Il est donc
de la forme Zr ˆ Z{α1Z ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z{αtZ. L’entier r est appelé le rang de la
courbe.

Démonstration. Admis �

- Expliquer ce que c’est le groupe des points rationnels muni de la loi +.
-Citer le théorème de Bézout, qui justifie la manière dont on construit la

loi (qui peut faire un dvp mais surtout pas dans cette leçon).

Théorème 2.6 (Bézout forme faible). Soit k un corps algébriquement clos.
Soit C (resp. D) une courbe projective plane définie par la donnée d’un po-
lynôme F (resp. G) homogène de degré m ě 1 (resp. n ě 1). Si les deux
courbes n’ont pas de composante commune, i.e. pgcdpF,Gq “ 1, alors les
deux courbes s’intersectent en au plus mn points distincts.

Démonstration. Pour une preuve voir Szpriglas, Mathématiques L3 Algèbre
p 592 �

3. Équations diophantiennes et réduction

3.1. Résolution d’équation carrées modulo un nombre premier. Soit
p un nombre premier et a, b, c P Z. On cherche à résoudre l’équation ax2 `
bx` c “ 0 mod p.

Proposition 3.1. Soit p un nombre premier impair. L’équation ax2 ` bx`
c “ 0 possède des solutions modulo p si et seulement si b2´ 4ac est un carré
modulo p.

7



Démonstration. Puisque p est impair alors 2 est inversible dans Fp. L’équa-
tion ax2 ` bx` c “ 0 mod p est donc équivalente à

ˆ

x`
b

2a

˙2

“
b2 ´ 4ac

p2aq2
.

Ce qui prouve l’énoncé. �

Proposition 3.2. Soit p “ 2. On suppose a ‰ 0 mod 2. L’équation x2 `
bx` c “ 0 possède des solutions modulo p si et seulement si b ‰ 1 et c ‰ 1.

Démonstration. Il y a 4 équations de la forme x2 ` bx ` c “ 0 dans F2 qui
sont x2, x2 ` x, x2 ` 1 et x2 ` x ` 1. On vérifie facilement que seules les 3
premières ont des solutions dans F2. �

On rappelle les définitions suivantes sur les résidus quadratiques. NB :
Le théorème des résidus quadratiques n’a pas sa place comme développement
dans cette leçon.

Définition 3.3. Soit p un nombre premier et x P Fp. On dit que x est un
carré ou un résidu quadratique s’il existe y P Fp tel que y2 “ x.

Définition 3.4. Soit p un nombre premier et x P Fp. On note
´

x
p

¯

le
symbole de Legendre qui vaut

ˆ

x

p

˙

“

$

&

%

0 si p|x
1 si p - xet x est un carré mod p
´1 si p - xet x n’est pas un carré mod p.

On rappelle sans démonstration le résultat suivant :

Proposition 3.5. Soit p un nombre premier et x P Fp. Alors
´

x
p

¯

“ x
p´1
2 .

Si l’on sait que x est un carré (chose aisément vérifiable avec le critère
précédent), on peut donner les solutions de ax2` bx` c “ 0 mod p si p “ 3
mod 4 grâce à la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit p un nombre premier congru à 3 modulo 4. Soit a
un carré de Fp alors les solutions de y2 “ a sont données par y “ a

p`1
4 et

y “ ´a
p`1
4 .

Démonstration. On vérifie que

p˘a
p`1
4 q2 “ a

p`1
2 “ aˆ a

p´1
2 “ a.

Or, on sait que dans Fp une équation de la forme y2 “ a possède au plus
deux solutions. �

Plus généralement, on peut chercher à résoudre l’équation ax2`bx`c “ 0
modulo n pour n un entier.
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Proposition 3.7. Soit n P N un entier non nul et n “
śr
i“1 p

αi
i sa dé-

composition en produit de facteur premiers. Alors il existe une solution à
l’équation ax2 ` bx` c “ 0 mod n si et seulement si pour tout 1 ď i ď r il
existe une solution à l’équation ax2 ` bx` c “ 0 mod pαii .

Démonstration. C’est une application directe du théorème des restes chinois.
�

On peut également déduire l’existence de solution modulo pN à partir
de l’existence de solutions modulo p sous certaines conditions. Voici une
formulation de ce que l’on appelle le lemme d’Hensel.

Proposition 3.8. Soit P P ZrXs un polynôme. On note P 1 la dérivée de P .
Soit a P Z tel que P paq “ 0 mod p et P 1paq ‰ 0 mod p. Pour tout N P N,
il existe aN P Z tel que P paN`1q “ 0 mod pN`2 et aN`1 “ aN mod pN`1.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. On note a “ a0 “ a´1. On
suppose qu’à N fixé on a trouvé aN P N tel que P paN q “ 0 mod pN`1 et
aN “ aN´1 mod pN . On cherche aN`1 de la forme aN`1 “ aN ` bN`1 avec
bN`1 P pp

N`1q. On applique la formule de Taylor à P paN`bN`1q mod pN`2

(on utilise que pour tout i ě 2, on a biN`1 “ 0 mod pN`2).

P paN ` bN`1q “ P paN q ` bN`1P
1paN q mod pN`2.

Comme on cherche bN`1 P ppN`1q tel que P paN q ` bN`1P
1paN q “ 0 et que

P 1paN q est inversible modulo pN`2 (car P 1paN q “ P 1paq ‰ 0 mod p), on en
déduit que

bN`1 “ P paN qpP
1paN qq

´1.

Réciproquement, on vérifie que aN`1 “ aN`P paN qpP
1paN qq

´1 vérifie bien
P paN`1q “ 0 mod pN`2 (en appliquant la formule de Taylor) et aN`1 “ aN
mod pN`1. �

3.2. Exemples d’équations diophantiennes dont l’absence de solu-
tion se prouve par réduction. NB : Dans la mesure du possible il est
mieux de répartir les exemples de cette sous-section dans la partie précédente.
On peut compléter cette section par une sous-section sur le dénombrement
de solutions d’équations arithmétiques, en particulier via le théorème de
Chevalley-Warning.

Exemple 3.9. L’équation x2 ´ 3y2 “ ´1 n’admet pas de solutions dans Z.

Démonstration. En effet, si l’on regarde l’équation modulo 3, on obtient x2 “
´1. Or ´1 n’est pas un carré dans F3. �

Exemple 3.10. L’équation x2´ 13y2 “ 7 n’admet pas de solutions dans Z.

Démonstration. Remarquons que 7 ne divise ni x ni y. En effet si 7 divise x
alors 7 divise 13y2 donc 7 divise y (de même si 7 divise y alors 7 divise x).
Si 7 divise x et y alors l’équation devient 72x12 ´ 13ˆ 72y12 “ 7, soit encore
7x12 ´ 13ˆ 7y12 “ 1, donc 7 divise 1, ce qui est absurde.
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En regardant l’équation modulo 7, on obtient alors x2 “ ´y2 mod 7, soit
encore (puisque y est inversible modulo 7) x

y
2
“ ´1 mod 7. On vérifie alors

que -1 n’est pas un carré modulo 7. �

Exemple 3.11. Soit 1 ď a ď 20 un entier. L’équation 3x2 ´ 35y2 “ a
possède des solutions dans Z si et seulement si a P t3, 7, 12, 13u.

Attention, on ne peut pas conclure si a ą 20.

Démonstration. On vérifie que 3 ˆ 12 ´ 35 ˆ 02 “ 3, 3 ˆ 72 ´ 35 ˆ 22 “ 7,
3ˆ 22 ´ 35ˆ 02 “ 12, et 3ˆ 42 ´ 35ˆ 12 “ 13.

On va ensuite réduire l’équation modulo 3,5,7 et 4. On montrera suc-
cesivement que pour que l’équation admette de solutions il faut que a R
t3k` 2|k P Zu, a R t5k` 1, 5k´ 1|k P Zu, a R t7k` 1, 7k` 2, 7k` 4|k P Zu,
a R t4k ` 2|k P Zu. �

4. Autour du grand théorème de Fermat

Le grand théorème de Fermat, resté sans preuve pendant plus de 300 ans
ans s’énonce ainsi

Théorème 4.1 (Grand théorème de Fermat). Pour tout entier n ě 3, l’équa-
tion diophantienne xn ` yn “ zn n’a pas de solutions entières non triviales
(i.e ne vérifiant pas xyz “ 0).

Il a finalement été prouvé par Andrew Wiles en 1994.

4.1. Interlude : un cas particulier du théorème de Fermat-Wiles, le
théorème de Sophie Germain (1823). Note historique : Sophie Ger-
main (1776-1831) est une mathématicienne française. Elle a réussit à suivre
les cours de l’école polytechnique par correspondance en se faisant passer
pour un élève : Monsieur Leblanc. Elle correspondait également avec Gauss
sous ce pseudonyme.

Théorème 4.2. Soit p un nombre de Sophie Germain, c’est-à-dire un nombre
premier impair tel que q “ 2p` 1 soit également un nombre premier. Alors
il n’existe pas de triplet px, y, zq P Z3 tel que xyz ‰ 0 mod p et xp` yp “ zp

(‹).

Remarque 2. C’est un développement valable.
On trouvera la preuve dans Oraux X/Ens Algèbre 1 ex4.39 p167

Démonstration. On va raisonner par l’absurde. Supposons qu’il existe un
triplet px, y, zq P Z3 tel que xyz ‰ 0 mod p et xp ` yp “ zp .
Étape 1 : On va montrer qu’on peut supposer que pgcdpx, y, zq “ 1 et

même que x, y, z sont premiers entre eux deux à deux.
On note d “ pgcdpx, y, zq. Alors pxd q

p ` p
y
dq
p “ p zdq

p et pgcdpxd ,
x
d ,

x
d q “ 1.

Supposons maintenant que pgcdpx, yq ą 1 et on note p0 un diviseur pre-
mier de pgcdpx, yq. Alors p0 divise xp ` yp “ zp. D’après le théorème d’Eu-
clide p0 divise z. Ce qui est contradictoire avec pgcdpx, y, zq “ 1. Le même
raisonnement s’applique pour les autres couples.
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Étape 2 : On va montrer qu’il existe a, α P Z tels que y ` z “ ap et

p´1
ÿ

k“0

p´zqp´1´kyk “ αp

et qu’il existe b, c P Z tels que x` y “ cp et x` z “ bp.
On remarque que

py ` zqp

p´1
ÿ

k“0

p´zqp´1´kykq “ yp ´ zp “ ´xp

Si y ` z et
řp´1
k“0p´zq

p´1´kyk ne sont pas premiers entre eux, il existe un
nombre premier p1 tel que p1 les divise les deux. On aurait alors p1 divise x.
De plus, comme y “ ´z mod p1, on aurait

p´1
ÿ

k“0

p´zqp´1´kyk “

p´1
ÿ

k“0

yp´1 “ pyp´1 “ 0 mod p1

Alors soit p “ p1 et alors p divise x ce qui est exclu car xyz ‰ 0 mod p, soit
p1 divise y, ce qui est également exclu car pgcdpx, yq “ 1.

Donc y ` z et
řp´1
k“0p´zq

p´1´kyk sont premiers entre eux et leur produit
vaut ´xp, donc il existe a et α tels que y`z “ ap et

řp´1
k“0p´zq

p´1´kyk “ αp.
Par symétrie, on montre de même qu’il existe b, c P Z tels que x` y “ cp

et x` z “ bp.
Étape 3 : On va montrer qu’un et un seul des trois entiers x, y, z est

divisible par q “ 2p` 1.
Supposons qu’aucun des trois entiers x, y, z ne soit divisible par q. Alors

xq´1 “ pxpq2 “ 1 mod q (par le théorème de Fermat). Comme Fq est un
corps, l’équation X2 “ 1 n’admet que deux solutions dans Fq à savoir 1
et ´1. Donc xp, yp, zp P t´1, 1u mod q. On en déduit que xp ` yp ` zp P
t3, 1,´1,´3u mod q. Or xp`yp`zp “ 0. Comme q ě 5 c’est absurde. Donc
au moins un des trois entiers x, y ou z est divisible par q. Comme x, y, z sont
premiers entre eux deux à deux, alors il n’existe qu’un seul des trois entiers
qui est divisible par q et on va supposer que c’est x.
Étape 4 : On va montrer que bp` cp´ ap “ 0, que a “ 0 mod q, y “ cp

mod q et αp “ pyp´1 mod q.
Par définition ap “ y`z, bp “ x`z, cp “ x`y et αp “

řp´1
k“0p´zq

p´1´kyk.
Alors bp`cp´ap “ 2x “ 0 mod q car x “ 0 mod q. Alors y “ cp mod q

et z “ bp mod q. Comme q ne divise ni y ni z alors bp, cp P t1,´1u mod q. Si
a ‰ 0 mod q, alors ap P t´1, 1u mod q et alors bp` cp´ ap P t3, 1,´1,´3u
mod q, ce qui est absurde car on vient de voir que cette somme fait 0. Donc
a “ y ` z “ 0 mod q. Ainsi

αp “

p´1
ÿ

k“0

p´zqp´1´kyk “

p´1
ÿ

k“0

yp´1 “ pyp´1 mod q

11



Étape 5 : Comme y “ cp alors y P t1,´1u mod q. Donc αp “ ˘p
mod q, mais c’est absurde car αp P t´1, 0, 1u et q “ 2p` 1.

Donc un triplet x, y, z n’existe pas. �

4.2. Le théorème de Fermat pour n “ 3. On a vu pour n “ 4 que
la preuve de non existence de solutions entières à l’équation diophantienne
x4 ` y4 “ z4 et xyz ‰ 0 dans Z.

Pour montrer le théorème de Fermat pour n “ 3, on va travailler dans
l’anneau Zrjs où j “ expp2iπ3 q.

L’approche, due à Kummer, est basée sur la factorisation suivante

x3 ` y3 “ px` yqpx` jyqpx` j2yq “ z3

Proposition 4.3. L’anneau Zrjs est euclidien pour la norme Npzq “ |z|2.

Démonstration. Soit z P Zrjs, on note z “ a` bj. Alors

|z|2 “ zz̄ “ a2 ` b2 ´ ab

Soit x, y P Zrjs, on veut montrer qu’il existe q, r P Zrjs tels que x “ yq`r
où Nprq ă Npyq.

Ce qui revient à écrire x{y sous la forme q1` r1 avec q1 P Zrjs et r1 P Qrjs
avec Npr1q ă 1. On note x{y “ u`vj avec u, v P Q. On pose q “ tuu` tvuj P
Zrjs. (On prend la partie entière supérieure ou inférieur de sorte que x{y´ q
s’écrive de la forme a` bj avec a, b P Q de norme inférieure ou égal à 1{2.

Alors
Npr1q “ a2 ` b2 ´ ab ď 2ˆ p1{2q2 ` 1{4 “ 3{4 ă 1

Alors x “ qy` r, où r “ r1y et Nprq ă Npyq. On a donc bien montré que
Zrjs est euclidien. �

Lemme 4.4. Les éléments inversibles de Zrjs sont les éléments de norme
1, à savoir ˘1, ˘j, 1` j “ ´j2 et ´1´ j “ j2 .

Démonstration. Soit x P Zrjs. S’il est inversible, il existe y P Zrjs tel que
xy “ 1, donc NpxqNpyq “ 1. Ainsi Npxq “ 1 car c’est un élément de Z.

Réciproquement si Npzq “ 1. Alors z̄ est l’inverse de z.
Soit maintenant x inversible. Alors Npxq “ 1. On note x “ a ` bj, donc

a2 ` b2 ´ ab “ 1. On remarque également que

Npxq “ pa´ bq2 ` ab “ pa` bq2 ´ 3ab

Si ab ě 0, alors on utilise l’écriture pa ´ bq2 ` ab. Soit ab “ 1 et donc
a “ b P t˘1u et donc x “ 1` j ou x “ ´1´ j. Soit ab “ 0 et alors a “ 0 (et
alors b “ ˘1) ou b “ 0 (et a “ ˘1).

Si ab ď 0, alors on utilise l’écriture pa` bq2 ´ 3ab. Alors 3ab “ 0 et donc
a “ 0 (et alors b “ ˘1) ou b “ 0 (et a “ ˘1). �

Proposition 4.5. Soit x, y, z P Zrjs premiers entre eux (globalement) dans
Zrjs vérifiant x3 ` y3 “ z3. Si 3 ne divise pas z alors px ` yq,px ` jyq et
px` j2yq sont premiers entre eux deux à deux.

Si 3 divise z alors leur seul diviseur commun est 1 ou 1´ j.
12



Démonstration. Soit δ P Zrjs qui divise x ` jαy et x ` jβy avec α ‰ β et
α, β P t0, 1, 2u. Alors δ divise xpjα ´ jβq et ypjα ´ jβq.

Comme x, y, z sont premiers entre eux globalement, ils sont donc premiers
entre eux deux à deux dans Zrjs, il existe u, v P Zrjs tels que xu`yv “ 1 (car
Zrjs est euclidien et donc principal). Donc δ divise xupjα´jβq`yvpjα´jβq,
donc δ|pjα´ jβq. En particulier δ divise 1´ j (car j et 1` j sont inversibles
dans Zrjs car jp1` jq “ ´1).

Montrons que l’idéal x1´ jy est premier dans Zrjs. Pour cela vérifions que
Zrjs{x1´ jy – F3. En effet

Zrjs{x1´ jy “ pZrXs{xX2 `X ` 1yq{x1´Xy
“ pZrXs{x1´Xyq{xX2 `X ` 1y “ Z{p3q “ F3

Donc δ “ 1 ou δ “ 1´ j.
On suppose que 3 ne divise pas z. Si δ “ 1´j alors δ2 “ p1´jq2 “ ´3j|z3

En particulier 3|z, ce qui est exclu par hypothèse.
Donc δ “ 1 et les éléments px ` yq,px ` jyq et px ` j2yq sont premiers

entre eux deux à deux. �

Lemme 4.6. Soit x P Zrjs. Si x n’est pas divisible par λ “ 1 ´ j alors
x3 “ ˘1 mod λ4.

Démonstration. Puisque Zrjs{λZrjs “ F3 (cf calculs effectués plus haut),
alors x “ ˘1 mod λ. On va supposer x “ 1 mod λ (le x “ ´1 se traite de
manière similaire). Alors x “ 1` αλ. Ainsi

x3 ´ 1 “ px´ 1qpx´ jqpx´ j2q “ λ3αpα` 1qpα` 1` jq

Comme 0, 1, 1`j sont distincts modulo λ, c’est tous les éléments de Zrjs{λZrjs,
donc λ divise αpα` 1qpα` 1` jq. Ainsi x3 ´ 1 “ 0 mod λ4. �

Petit interlude sur les anneaux factoriels.

Lemme 4.7. Soit A un anneau factoriel. Soient a1, ¨ ¨ ¨ , an des éléments de
A premiers entre eux deux à deux. Si a1 ¨ ¨ ¨ an “ ap, pour a P A et p P N.
Alors à une unité près les ai sont des puissances p-ième.

Démonstration. Il suffit d’écrire les ai et a comme produit d’éléments irré-
ductibles, et de remarquer que puisque a apparaît à la puissance p tous les
facteurs irréductibles de ai (pour i fixé) apparaissent à la puissance p (puisque
les aj sont premiers entre eux et que l’anneau A est factoriel). Donc tous les
aj sont des puissances p-ième. �

Théorème 4.8. L’équation x3 ` y3 “ z3 n’admet pas de solutions entières
telles que xyz ‰ 0.

Plus généralement, il n’existe pas d’éléments x, y, z P Zrjs tels que xyz ‰ 0
et x3 ` y3 “ z3.

Démonstration. On note toujours λ “ 1´ j. Soient x, y, z P Zrjs non nuls.
1er cas : Si λ ne divise pas xyz.

13



Alors par le lemme précèdent x3 “ ˘1 mod λ4 (et il en va de même pour
y et z). Alors une solution à l’équation de Fermat implique que ˘1˘1˘1 “ 0
mod λ4. Or ˘1 ˘ 1 ˘ 1 P t´3,´1, 1, 3u. Mais λ2 “ ´3j, donc λ4 “ 9j2 et
9j2 ne divise ni ˘1 ni ˘3. Donc c’est impossible.
2eme cas : Si λ divise xyz.
Quitte à diviser par le pgcd de x, y, z on peut supposer que x, y, z sont pre-

miers entre eux puis premiers entre eux deux à deux. Comme λ est premier,
on peut donc supposer que λ divise z et pas y ni x.

On va montrer que l’équation x3 ` y3 “ uz3 avec u P pZrjsq˚ (u est
inversible) n’admet pas de solution (non triviale) dans Zrjs.

Ainsi uz3 “ x3 ` y3 “ ˘1 ˘ 1 P t´2, 0, 2u mod λ4. Or 2 “ 2 mod λ
et ´2 “ 1 mod λ mais uz “ 0 mod λ. Donc uz3 “ 0 mod λ4. Notons
m “ ordλpzq “ maxtk P N | λk|zu. Alors m ě 4{3.

On va montrer l’énoncé de descente suivant "si x3 ` y3 “ uz3 avec u P
pZrjsq˚ et x, y, z P Zrjs et ordλpzq “ m ě 2 alors il existe x1, y1, z1 P Zrjs et
u1 P pZrjsq

˚ avec ordλpz1q “ m´ 1 et x31 ` y31 “ u1z
3
1".

On commence par factoriser

x3 ` y3 “ px` yqpx` jyqpx` j2yq “ uz3

Comme λ6|uz3 et que λ est premier dans Zrjs alors λ2 divise l’un des trois
facteurs. Disons λ2|x ` y. Comme x ` jy “ x ` y ` λy et que λ - y, on en
déduit que ordλpx ` jyq “ 1. De même x ` j2y “ x ` y ` λp1 ` jqy donc
ordλpx ` j2yq “ 1. Ainsi pgcdpx ` y, x ` jy, x ` j2yq “ λ (voir proposition
du début 4.5).

On a donc, comme Zrjs est factoriel (la factorialité sert à dire que x ` y
est un cube)

$

&

%

x` y “ v1X
3λ3m´2

x` jy “ v2Y
3λ

x` j2y “ v3Z
3λ

avec pgcdpλ,Xq “ 1, pgcdpλ, Y q “ 1, pgcdpλ, Zq “ 1 et pgcdpX,Y, Zq “ 1
(voir prop 4.5) et v1, v2, v3 P Zrjsˆ.

Comme 1` j ` j2 “ 0, en multipliant les équations respectivement par 1,
j et j2 et en les sommant, on obtient que

v1X
3λ3m´2 ` v2Y

3λj ` v3Z
3λj2 “ 0

On simplifie par λ et on pose v4 “ j v3v2 et v5 “ ´j2 v1v2 et on obtient

Y 3 ` v4Z
3 “ v5pλ

m´1Xq3

Or ˘1˘v4 “ 0 mod λ2 (car λ - Y donc Y 3 “ ˘1 mod λ4 et donc Y 3 “ ˘1
mod λ2).

Donc v4 “ ˘1 mod λ2 et v4 P pZrjsq˚ donc v4 P t˘1,˘j,˘j2u. Donc
v4 “ ˘1. Ainsi v34 “ v4. On peut réécrire l’équation ainsi

Y 3 ` pv4Zq
3 “ v5pλ

m´1Xq3
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On a donc construit une solution x1 “ Y , y1 “ v4Z, z1 “ λm´1X avec
ordλpz1q “ m´ 1.

La propriété de descente est vérifiée... C’est absurde, donc un tel triplet
x, y, z n’existe pas. �

Remarque 3. On pourrait se demander ce qui empêche de passer au cas
général en travaillant dans Zrξs avec ξ “ e

2iπ
p .

En général l’anneau Zrξs n’est pas factoriel, ce qui est une obstruction à
la preuve.

En particulier pour p premier et p ě 23 l’anneau Zrξs n’est pas factoriel.

5. Équations de Pell-Fermat x2 ´ dy2 “ 1

On va discuter de l’existence de solutions à l’équation pP q définie par
x2 ´ dy2 “ 1. On supposera dans toute la suite que d ą 0.

Remarquons d’abord que p˘1, 0q est toujours solution. On appellera ces
solutions les solutions triviales.

Par ailleurs si d est un carré, disons d “ a2 alors x2 ´ dy2 “ px` ayqpx´
ayq “ 1. Donc x` ay “ x´ ay “ ˘1. Auquel cas 2ay “ 0 et donc y “ 0 et
x “ ˘1.

Donc on ne s’intéressera qu’au cas où
?
d R Q.

Théorème 5.1. Soit d un entier qui n’est pas un carré parfait. Alors il existe
une solution non triviale px1, y1q P N˚ˆN˚ (appelée solution fondamentale)
de l’équation x2´dy2 “ 1 telle que toute solution entière positive est donnée
par pxn, ynq avec xn ` yn

?
d “ px1 ` y1

?
dqn

La preuve va utiliser un certain nombre de propositions intermédiaires,
mais on peut commencer par remarquer que la relation

xn ` yn
?
d “ px1 ` y1

?
dqn

impose que

xn`1`yn`1
?
d “ pxn`yn

?
dqpx1`y1

?
dqn “ x1xn`dy1yn`

?
dpy1xn`x1ynq

On peut donc vérifier par récurrence que si px1, y1q est solution alors il en
va de même pour pxn, ynq. En effet

x2n`1 ´ dy
2
n`1 “ x21x

2
n ` 2x1xny1ynd` d

2y21y
2
n

´dpy21x
2
n ` 2x1xny1yn ` x

2
1y

2
nq

“ x21px
2
n ´ dy

2
nq ´ dy

2
1px

2
n ´ dy

2
nq

“ x21 ´ dy
2
1

“ 1

On sait maintenant qu’à partir d’une solution px1, y1q on peut construire
des solutions par induction.

On va désormais travailler dans l’anneau Zr
?
ds (dans lequel on peut fac-

toriser notre équation diophantienne). On considère le morphisme d’anneau

σ : Zr
?
ds Ñ Zr

?
ds

a` b
?
d ÞÑ a´ b

?
d

15



ainsi qu’une application

N : Zr
?
ds Ñ Z

α “ a` b
?
d ÞÑ ασpαq “ a2 ´ db2

qu’on va appeler norme. Par ailleurs Npαα1q “ αα1σpαα1q “ NpαqNpα1q car
σ est un morphisme d’anneau.

On remarque si px, yq est solution de pP q si et seulement siNpx`y
?
dq “ 1.

On a donc une correspondance bijective entre

tSolutions de pP qu ÐÑ
!

α P Zr
?
ds | Npαq “ 1

)

Lemme 5.2. Un élément α de Zr
?
ds est inversible si et seulement Npαq “

˘1.

Démonstration. Si α est inversible d’inverse α1, alors αα1 “ 1, et donc
Npαα1q “ NpαqNpα1q “ 1. Cette égalité était vraie dans Z cela implique
que Npαq “ ˘1.

Réciproquement si ˘1 “ Npαq “ ασpαq, alors α est inversible d’inverse
˘σpαq. �

Notons U1 “ tα P Zr
?
ds | Npαq “ 1u. Cet ensemble correspond exacte-

ment aux solutions de pP q.
Démontrer le théorème 5.1 revient à démontrer

Théorème 5.3. Il existe ε1 P Zr
?
dsˆ (où la notation Zr

?
dsˆ désigne les

inversibles de Zr
?
ds) appelée l’unité fondamentale telle que

Zr
?
dsˆ “ t˘εn1 | n P Zu

De plus
(1) Si Npε1q “ 1 alors U1 “ Zr

?
dsˆ

(2) Si Npε1q “ ´1 alors U1 “ t˘ε
2n
1 | n P Zu

Pour démontrer ce théorème on introduit la fonction
L : Zr

?
dsˆ Ñ R2

α ÞÑ plogp|α|q, logp|σpαq|qq
La fonction L est bien définie car pour α ‰ 0 on a |α| ‰ 0 et |σpαq| ‰ 0.

On rappelle la définition suivante

Définition 5.4. Un sous-groupeH d’un groupe topologique G est dit discret
si pour tout x P H, l’ensemble txu est un ouvert de H. Soit encore, pour
tout x P H, il existe U ouvert de G tel que U XH “ txu.

Proposition 5.5. La fonction L a les propriétés suivantes
(1) La fonction L est un morphisme de groupes, c’est-à-dire que Lpαβq “

Lpαq ` Lpβq.
(2) Le noyau de L vaut t˘1u.
(3) L’image de L est un sous-groupe discret de R2
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(4) On a ImpLq Ă tx` y “ 0u Ă R2.

Démonstration. (1) est immédiat.
(4) vient du fait que

logp|α|q ` logp|σpαq|q “ logp|Npα|q “ logp1q “ 0

Pour (2) et (3) on va montrer que, pour r P R˚`, si Bp0, rq désigne la boule
de centre 0 et de rayon r de R2 alors L´1pBp0, rq est fini.

Supposons que l’on ait ce résultat. Alors pour r ą 0, on a KerpLq Ă

L´1pBp0, rqq. De plus KerpLq est un sous-groupe multiplicatif fini de Zr
?
dsˆ Ă

R2. Or le seul sous-groupe fini de R˚ est t˘1u. Comme il est clair que
t˘1u Ă L, on a l’égalité.

Toujours en supposant L´1pBp0, rq fini, montrons que ImpLq est un sous-
groupe discret de R2. Soit X P ImpLq, alors il existe r ą 0 tel que X P

Bp0, rq. Notons L´1pBp0, rqq “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αmu et X1, ¨ ¨ ¨ , Xr les images (dis-
tinctes) des αi par L. Soit d “ mintdistpXi, Xjq | 1 ď i, j ď r, i ‰ ju. On
note également d0 “ distpX,Bp0, rqq. Alors d0 ą 0. On pose D “ minpd, d0q.
Alors par définition de d, on a ImpLq X BpX, D2 q “ tXu. Donc ImpLq est
discret.

Montrons donc que L´1pBp0, rq est fini. Soit α P Zr
?
dsˆ. On remarque

que α est racine du polynôme P “ X2 ´ tpαqX ` Npαq P Zrxs où tpαq “
α` σpαq et Npαq “ ˘1 (car α est inversible).

Si α P L´1pBp0, rq, alors |α| “ expplnp|α|qq ď expprq (idem pour |σpαq|).
Ainsi |tpαq| ď |α| ` |σpαq| ď 2 expprq. Comme P P ZrXs, il n’y a qu’un
nombre fini de polynômes à coefficients entiers tels que |tpαq| ď 2 expprq et
Npαq “ ˘1. Chacun de ces polynômes a, au plus, deux solutions, donc il
n’y a qu’un nombre fini d’élément dans L´1pBp0, rq. Ce qui prouve (2) et
(3). �

Lemme 5.6. Tout sous-groupe discret de R est de la forme G “ ωZ où
ω P R

Idée de preuve. Si G “ t0u, on choisit ω “ 0. Sinon on pose ω “ inftx P
G | x ą 0u. Comme G est discret on a ω ą 0 et ω P G (sinon on aurait une
suite d’élément de G qui convergerait vers ω, ce qui contredirait le fait que G
est discret). Si x P G, on posem “ t xω u P Z, de sorte quemω ď x ă pm`1qω.
Donc 0 ď x´mω ă ω, or x´mω P G, donc x “ mω. �

Proposition 5.7. Si Zr
?
dsˆ contient un élément différent de ˘1 alors

Zr
?
dsˆ “ t˘εn1 | n P Zu où ε1 est une solution fondamentale.

Démonstration. D’après (4) de la proposition 5.5, on a que ImpLq Ă tx`y “
0u. Ainsi l’application

p : LpZr
?
dsˆq Ñ R

px, yq ÞÑ x

est injective, car si px, yq P LpZr
?
dsˆq alors y “ ´x.
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Donc LpZr
?
dsˆq s’identifie à un sous-groupe discret de R (car l’applica-

tion de projection p étendue à R2 est ouverte). Donc il existe ω P R tel que
LpZr

?
dsˆq “ ωZ. Par ailleurs, le diagramme suivant est commutatif

Zr
?
dsˆ

L // //

��

LpZr
?
dsˆq “ ωZ

Zr
?
dsˆ{t˘1u

„

L̃

66

Ainsi le morphisme de groupes L̃ : Zr
?
dsˆ{t˘1u Ñ ωZ est un isomorphisme.

Si Zr
?
dsˆ contient un élément différent de ˘1, alors ω ‰ 0. Si on note ε1

un antécédent de ω alors Zr
?
dsˆ “ t˘εn1 | n P Zu. �

Il ne reste plus qu’à prouver qu’il existe une solution non triviale à l’équa-
tion x2 ´ dy2 “ 1.

Plusieurs possibilités

(1) On peut construire une solution par la méthode des fractions continues
(voir Hindry Arithmetics)

(2) On peut aussi utiliser des arguments dûs à Dirichlet qui reposent sur
le principe des tiroirs (en anglais "pigeonhole principle").

Lemme 5.8. Soit α P R et N ě 1. Alors il existe un nombre rationnel
p{q P Q tel que |α´ p{q| ď 1

qN et 1 ď q ď N .

Démonstration. On coupe l’ingervalle r0, 1s en N intervalles de longueur
1{N . Parmi les N ` 1 nombres jα ´ tjαu pour j P t0, Nu, il en existe
deux dans le même intervalle de longueur 1{N (principe des tiroirs). Dit
autrement, il existe 0 ď j ă l ď N tels que

|jα´ tjαu´ plα´ tlαuq| ď
1

N

En particulier ∣∣∣∣α´ tlαu´ tjαu

l ´ j

∣∣∣∣ ď 1

pl ´ jqN

On pose p “ tlαu´ tjαu et q “ l ´ j. �

Corollaire 5.9 (Dirichlet). Soit α P RzQ. Alors il existe une infinité de
nombres rationnels p{q P Q tels que |α´ p{q| ď 1

q2
.

On a vu dans le lemme précédent que N étant fixé, alors il existe p{q P Q
avec 1 ď q ď N tel que |α´ p{q| ď 1

qN ď
1
q2

(car 1
N ď

1
q ).

Démonstration. Soit N1 ě 1 et p1{q1 P Q comme dans le lemme précédent,
alors |α´ p1{q1| ď 1

q1N1
. Comme α P Q, la partie de gauche est non nulle.

Ainsi on peut choisir N2 ě 1 tel que 1
N2

ď |α´ p1{q1|, et donc en réap-
pliquant le lemme, on peut trouver p2{q2 P Q tel que |α´ p2{q2| ď 1

q2N2
.

18



Donc
|α´ p2{q2| ď

1

q2N2
ď

1

N2
ď |α´ p1{q1|

Ce qui implique que p2{q2 ‰ p1{q1. On peut répéter cette opération une
infinité de fois. �

Proposition 5.10. Il existe une solution non triviale px1, y1q à l’équation
x2 ´ dy2 “ 1. C’est à dire que Zr

?
dsˆ contient un élément non trivial.

Démonstration. On applique le corollaire précédent à α “
?
d R Q. Ainsi il

existe une infinité de couples px, yq P NˆZ˚ tels que
∣∣∣?d´ x

y

∣∣∣ ď 1
y2

et donc

tels que
∣∣∣?d` x

y

∣∣∣ ď 2
?
d` 1 car (inégalité triangulaire)∣∣∣∣?d` x

y

∣∣∣∣ ď ∣∣∣∣´?d` x

y

∣∣∣∣` 2
?
d ď 2

?
d` 1

et finalement ∣∣x2 ´ dy2∣∣ ď 2
?
d` 1

En particulier, il existe un entier c tel qu’il y ait une infinité de solutions à
l’équation x2´dy2 “ c. Comme il n’y qu’un nombre fini de classes modulo c,
il existe deux solutions px1, y1q et px2, y2q à l’équation x2´ dy2 “ c vérifiant
x1 “ x2 mod c et y1 “ y2 mod c. On pose

u` v
?
d “

x1 `
?
dy1

x2 `
?
dy2

On a en particulier que

u´ dv2 “ Npu` v
?
dq “

Npx1 `
?
dy1q

Npx2 `
?
dy2q

“
c

c
“ 1

Il reste à vérifier que u, v sont des entiers et v ‰ 0.

u` v
?
d “

x1x2 ´ dy1y2
c

`
y1x2 ´ x1y2

c

?
d

On remarque que
x1x2 ´ dy1y2 “ x21 ´ dy

2
1 “ 0 mod c

y1x2 ´ x1y2 “ y1x1 ´ x1t1 “ 0 mod c

Donc u, v sont des entiers. De plus v “ 0 si et seulement si x1y1 “
x2
y2
, ce qui

est exclu puisqu’ils sont distincts par hypothèse. �

Complément : L’équation plus générale x2 ´ dy2 “ m avec m P Z
n’a pas toujours de solution. Par exemple si m “ ´1 et si d admet un
diviseur premier p tel que p “ 3 mod 4, alors une solution de x2´dy2 “ ´1
impliquerait que x2 “ ´1 mod p. Ce qui est impossible car ´1 n’a pas de
racine carrée dans Fp si p “ 3 mod 4.

On rappelle rapidement la preuve de cette dernière assertion. Soit p un
nombre premier impair. On considère le morphisme de groupes multiplicatifs
ϕ : F˚p Ñ F˚p , x ÞÑ x2. Son noyau est Kerpϕq “ tx P F˚p | x

2 “ 1u “ t˘1u car
19



Fp est un corps (donc il y a au plus deux solutions à X2 ´ 1 “ 0). On en
déduit que |Kerϕ| “ p´1

2 (car 1 ‰ ´1, donc le cardinal du noyau vaut 2).
Par ailleurs le morphisme de groupe multiplicatif ψ : F˚p Ñ F˚p , x ÞÑ x

p´1
2

vérifie que Imϕ Ă Kerψ. De plus comme xp´1 “ 1 par le théorème de Fermat,
on en déduit que Imψ “ t˘1u, donc |Kerψ| “ p´1

2 . Donc Imϕ “ Kerψ.
En particulier, -1 est un carré modulo p si et seulement si p´1q

p´1
2 “ 1 si

et seulement p´1
2 est pair, si et seulement si p “ 1 mod 4.
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