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INTRODUCTION

Le but de ce document est de présenter divers aspects des équations dio-
phantiennes, afin de donner quelques pistes possibles pour la lecon d’agréga-
tion correspondante Ezemples d’équations diophantiennes.

Définition 0.1. Une équation diophantienne est une équation dont 1'ex-
pression ne fait intervenir que des nombres entiers, et dont on cherche les
solutions entiéres.

De telles équations présentent des niveaux de difficultés trés divers, et
les techniques de résolution sont trés variables. Nous allons présenter divers
problémes et méthodes de résolution.
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1. EQUATIONS LINEAIRES

Définition 1.1. On appelle systéme d’équations diophantiennes linéaires
un systéme de la forme AX = B, ot A e My, ,(Z), B € My, 1(Z), et ot l'on
cherche les solutions X € My, »,(Z).

1.1. Résolution avec une ou deux variables. Ce sont des exemples fa-
ciles ou classique. Par exemple I'équation ax = b avec a,b € Z est une
équation diophantienne qui n’admet de solution que si a | b.

Le théoréme de Bézout et ’algorithme d’Euclide étendu sont les méthodes
classiques pour résoudre une équation diophantienne du type ax + by = c.

Théoréme 1.2 (Théoréme de Bézout). Soient a,b € Z, alors si ['on note
d = pged(m, n) il existe un unique couple (u,v) € Z? tels que au + bv = d.

Démonstration. Méthode pratique : algorithme d’Euclide (étendu)
r U v

TO=a ug =1 vg =0

7“1=b u1=0 U1=1

i1 = Tie1 — (Tie1 = 73)7 | Uip1 = Uim1 — (rim1 +73)Ui | Vig1 = Vi1 — (rie1 +73)v;

ainsi a = uga + vgb, b = u1a + v1b et en général 7,11 = u;1 10 + V41
Méthode théorique : dans un anneau principal (d) = (a) + (b). O

Remarque 1. On peut montrer que l'algorithme d’Euclide met le plus de
temps pour a, b deux éléments consécutifs de la suite de Fibonacci. En effet,
le pire qui puisse arriver ¢’est que le quotient (r;_1 =7;) soit égal & 1 a chaque
étale. Dans ce cas, on reconnait bien la suite de Fibonacci.

Puisque f,, = (1+2\/5)” + (1_2\/5)”, on en déduit (en supposant que chaque
multiplication, addition, division a un cout d’une opération) que la com-
plexité de 'algo est de In(sup(a,b)).

Corollaire 1.3. L’équation ax + by = ¢ admet des solutions si et seulement
sid = pged(a,b) | e. Dans ce cas, si ug, vy est une solution particuliére, alors
lensemble des solutions est donnée par (ug — b/dk, vy + a/dk), pour k € Z.

Démonstration. Calculs classiques (]

1.2. Equations linéaires en n variables. Pour le cas général, on utilise la
réduction sous forme normale de Smith des matrices a coeflicients entiers :
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Théoréme 1.4. Soit A € My, 1, (Z), alors il existe U € GLy, et V € GL,, et

une unique suite d’entiers dyi,--- ,d, telle que dy | --- | d, telles que :
di 0 -~ 0 0 -~ 0
0 d - 0 0 --- 0
UAV = 0 - D
0 - - d,
: . o : - =
0 0 0 0 --- 0

Démonstration. Lire Objectif Agrégation p 275 (module de type fini sur
un anneau principal) et surtout a partir de la page 285 pour I’approche
matricielle car il existe un algothithme pour calculer U, V et D.

La preuve est esssentiellement un pivot de Gauss. Cette preuve marche
aussi sur des anneaux euclidiens. O

Résoudre I’équation AX = B revient donc a résoudre DV~1X = UB. On
résout donc le systéme DY = UB et les solutions cherchées sont X = VX.
Il peut ne pas y avoir de solution (si des relations de divisibilité entre les d;
et les coefficients de U B ne sont pas satisfaites). Lorsqu’il y a des solutions,
elles sont en nombre fini si et seulement si le rang r de A est égal & son
nombre de colonnes n. Dans ce cas, la solution est en fait unique.

e Retour sur lecasn=1et m = 1.

On veut résoudre (a b) z = ¢. On note A = (a b), alors la forme

normale de A est donnée par

u b/d
@ o (L ) =@ o)
ot au + bv = d avec d = pged(a, b).

X

Les solutions de (d 0) <y) =csont x = c¢/d et y = k € Z. Ainsi

(o ) (u b/d ) <c/d) B (u; + gk>
- —_ “\pe _a
v —a/d k ve—9
2. EXEMPLES D’EQUATIONS DIOPHANTIENNES EN LIEN AVEC LA
GEOMETRIE

2.1. Le cercle et les triplets pythagoriciens. On cherche & résoudre
I'équation 22 + y? = 22 avec (a,y,2) € Z3. Un tel triplet d’entiers (positifs)
correspond aux codtés d'un triangle rectangle.

Proposition 2.1. Les triplets (x,y,2) € Z° vérifiant 2% + y* = 22 sont
ezactement ceur de la forme (a(q® — p?),2apq,2(p? + ¢%)) avec p,q deux
entiers premiers entre eux et a € Z.
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On peut trowver une autre prewve dans Hindry arithmetics , Chapitre 3
prop 2.4 (p83) dans l’édition de 2011 en anglais.

Démonstration. On commence par constater qu’un tel triplet est effective-
ment solution.

Réciproquement, on se donne (z,y,z) € Z3 vérifiant 22 + y> = 22. On
peut supposer que z # 0, sinon la solution est x = 0,y = 0. De plus, quitte
a multiplier par leur pged commun, on peut suppose que pged(z,y, z) = 1.
En particulier, cela implique que x, y, z sont premiers entre eux deux & deux.
En effet, si pged(z,y) = d, alors d?|2? et en particulier d|z. De méme si
pged(z, z) = d, alors d?|y?.

Par ailleurs, en étudiant I’équation 22 4+y? = 22 modulo 4, on remarque que
22 ne peut étre congru qu’a 0 ou 1. Par ailleurs, = et y sont nécessairement de
parité différente. En effet, ils ne peuvent étre pairs tous les deux car premiers
entre eux et ne peuvent étre impair tous les deux car sinon 22 + 32 = 2
mod 4. Sans perdre de généralité, on peut donc supposer y pair et x impair.

De plus, on peut réécrire 'équation sous la forme (§)2 + (%)2 = 1. En
particulier X = £ et Y = £ correspondent & un point rationnel du cercle
unité.

Affirmation 1 : Un paramétrage rationnel du cercle est donné par
(i;g, 1_2:152) pour ¢t € Q. On prouvera cette affirmation plus tard.

Si on pose t = p/q avec p, ¢ premiers entre eux, alors

1-t2 _ 1=(p/9)® _ ¢*—p?
1+t2 7 1+(p/g)? — ¢*+p?
2t 2p/q 2pq

1+t 7 1+(p/9)? — p?+q?

On en déduit qu’il existe des entiers p, ¢ premiers entre eux, tels que

_ qz—pz
a?+p

_ 2
p°+g*

N w8
=]
<)

¢* —p? = kz
2pq = ky
P+ ¢ =kz

Par ailleurs y(q? + p?) = 2pqz, soit encore si y = 2y' : y/(¢* + p?) = pqz, donc
pqly' (g% + p?), or pged(q® + p?, pq) = 1. En effet, soit d un diviseur premier
de pg, il divise soit p soit ¢ (mais pas les deux a la fois). S’il divise p, alors
il ne divise pas ¢ et ne peut donc pas diviser ¢? + p?. Ainsi ¥ = pq, donc
y = 2pq, et on en déduit que k = 1.

Ainsi
P-p?=x
2pq =y
pPPrgd=z



Preuve du paramétrage. On veut calculer l'intersection du cercle et de la
droite de pente ¢ passant par (z,y) et (—1,0). On veut donc résoudre le

systéme
w2+ =1
{ y=t(x+1)
En particulier, on a 1 — 22 = #?(z + 1)%. On a une solution évidente qui
est —1, en supposant x # —1, on peut simplifier par £ + 1 et on obtient
1 —x =t*(z +1). Ce qui donne deux solutions

1—¢2 . 2t

=17 ; Y= 13

On vérifie de plus que t € Q si et seulement si (z(¢),y(t)) € Q2. Un sens

est clair, quand a I'autre, si (%Ig Y = littg) = (u,v) € Q?, alors
v _ 142;;2 _ 2t .
- 1-t2 2 — 12
1+u 1+ oh 1+t 4+1-1¢

Donc t € Q. ([l

Corollaire 2.2. L’équation z* + y* = 22 n’a pas de solutions entiéres telles

que zyz # 0.

Démonstration. La démonstration se base sur le principe de descente infinie
da a Fermat. On montre qu’a partir d’une solution entiére positive (z,y, z) €
N3 vérifiant 4+ 3% = 22, on peut construire une autre solution (a, b, ¢) € N3
vérifiant a* + b* = ¢? avec ¢ < 2.

Soit x,y, z un triplet solution d’entiers positifs. On suppose que c’est le
triplet solution avec le plus petit 2z tel que zyz # 0. Une premiére réduction
permet de supposer que z,y, z sont premiers entre eux deux a deux. Ainsi
22, y?, z sont également premiers entre eux deux a deux. Alors il existe p, ¢
deux entiers positifs premiers entre eux, tels que 22 = ¢ — p?, y® = 2pq,
z = p? + ¢%. On constate que (z,p, q) est également un triplet pythagoricien,
ainsi on peut trouver w,v € N2 premiers entre eux tels que x = u? — 112,
p = 2uv, q=u2+02.

On obtient alors que 32 = 4uv(u?+v?). Puisque uv et u?+v? sont premiers
entre eux, ce sont des carrés. On peut alors écrire u? 4+ v? = ¢ = ¢2, ce qui
nous donne encore un triplet pythagoricien. Par ailleurs, comme uv est un
carré et que u et v sont premiers entre eux alors u = a® et v = b?. On a alors
a* + b* = ¢ avec |c| < |z|. Comme on a choisi z minimal cette construction
est impossible. O

Pour wvoir un autre ezemple de descente infinie voir les Orauz X/ENS
Algégre 1 ex 4.88. Pour a > n = 2 l'équation x1 + -+ + &, = a1 - T, N'a
pas de solution entiére autre que (0,---,0).
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Démonstration. Si x,y,z vérifie I'équation z? + y* = 2? alors le triplet
(z,y,Z) = (x,y,2%) vérifie 2* + y* = Z% et xyZ # 0, or nous avons vu
que cette équation ne posséde pas de telle solution. O

2.2. Généralisation pour les coniques. On peut imaginer parler rapide-
ment de cette section dans la lecon sur les coniques.

A Tinstar du cercle, on peut paramétrer les coniques et déterminer les
points rationnels d’'une conique pour peu qu’on en connaisse au moins un.

Soient a, b, ¢ trois entiers non nuls. On cherche les solutions rationnelles de
ax?® + by? = c¢. On suppose connue une solution xg, yo rationnelle de 1’équa-
tion. Comme précédemment on peut paramétrer la conique en considérant
le deuxiéme point d’intersection de la droite de pente ¢ passant par (xg,yo)
avec la conique.

On veut calculer 'intersection de

ar?® +by? = c
y =t(x —x0) + Yo
Alors az? + b(t(z — x0) + y0)? = c.
az® + bt*(x — x0)? + 2btyo(z — 20) + bys —c =0
Or by? — c = —ax?
a(x — xo)(x + x0) + bt*(x — x0)? + 2btyo(z — 20) = 0
On veut une solution telle que x # xg, on peut donc simplifier par z — xg
pour en déduire I’équation
a(x + x0) + bt*(z — xg) + 20ty = 0

Finalement
B bxot? — 2btyy — axg
B a + bt?
y =tz —z0) + Yo
Puisque t = z:gg, on en déduit que (x,y) est rationnel si et seulement si
t est rationnel.

X

Exemple 2.4. Considérons I'équation 22 — 5y? = 1. Une solution de cette
équation est donnée par (1,0). En paramétrant comme précédemment & par-
tir de ce point, on en déduit le paramétrage

_  =5t2-1
yo
by= 1=

Attention : cependant I’analyse pour déterminer les solutions entiéres de

I'équation X2 — 5Y? = Z? est moins facile. On pose t = % avec p et ¢ deux

entiers premiers entre eux. On a alors

{ . —5p2—g?
é q*—5p?
i — —2pq

Z y q2_5p2



En effet, on ne peut ici a priori pas conclure que Y est nécessairement pair,
ni que pq et ¢> — 5p? sont premiers entre eux.

Attention 2 : par ailleurs, on ne peut a priori pas facilement déterminer
les solutions entiéres de 1’équation x? — 5y?> = 1 & partir de ses solutions
rationnelles.

2.3. Pour aller plus loin dans le paramétrage : les courbes ellip-
tiques. Pour la culture, & éviter en lecon
Une cubique est une équation de la forme

ax3+bx2y+cxy2+dy3+ex2—|—fxy+gy2+hm+iy+j:0'

Si cette équation est non singuliére (c’est-a-dire si les dérivées partielles ne
s’annulent pas simultanément en un point de la courbe) on dit que la courbe
est une courbe elliptique.

-Raconter historiquement on veut étudier les points rationnels d’une courbe
(et c’est un probléme difficile).

- C’est relié en particulier au théoréme de Mordell-Weil

Théoréme 2.5 (Mordell-Weil). Le groupe associé a une courbe elliptique (le
groupe des points rationnels, muni de la loi +), est de type fini. Il est donc
de la forme Z" x Z/anZ x -+ x Z/oyZ. Lentier v est appelé le rang de la
courbe.

Démonstration. Admis O

- Expliquer ce que c’est le groupe des points rationnels muni de la loi +.
-Citer le théoréme de Bézout, qui justifie la maniére dont on construit la
loi (qui peut faire un dvp mais surtout pas dans cette legon).

Théoréme 2.6 (Bézout forme faible). Soit k un corps algébriquement clos.
Soit C (resp. D) une courbe projective plane définie par la donnée d’un po-
lynome F (resp. G) homogéne de degré m > 1 (resp. n = 1). Si les deux
courbes n'ont pas de composante commune, i.e. pged(F,G) = 1, alors les
deuz courbes s’intersectent en au plus mn points distincts.

Démonstration. Pour une preuve voir Szpriglas, Mathématiques L3 Algéebre
p 592 O

3. EQUATIONS DIOPHANTIENNES ET REDUCTION

3.1. Résolution d’équation carrées modulo un nombre premier. Soit
p un nombre premier et a,b,c € Z. On cherche a résoudre I'équation az? +
br + ¢ =0 mod p.

Proposition 3.1. Soit p un nombre premier impair. L’ équation ax® + bx +
¢ = 0 posséde des solutions modulo p si et seulement si b> — 4ac est un carré
modulo p.
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Démonstration. Puisque p est impair alors 2 est inversible dans F,,. L’équa-
tion az? + bz + ¢ =0 mod p est donc équivalente a

a:—f—i 2_b2—4ac
2a)  (2a)?

Ce qui prouve I’énoncé. O

Proposition 3.2. Soit p = 2. On suppose a # 0 mod 2. L’équation x> +
bx + ¢ = 0 posséde des solutions modulo p si et seulement si b # 1 et ¢ # 1.

Démonstration. 11 y a 4 équations de la forme 22 + bz + ¢ = 0 dans Fy qui
sont 22,22 + z, 22 + 1 et 22 + x + 1. On vérifie facilement que seules les 3
premiéres ont des solutions dans Fs. O

On rappelle les définitions suivantes sur les résidus quadratiques. NB :
Le théoréeme des résidus quadratiques n’a pas sa place comme développement
dans cette lecon.

Définition 3.3. Soit p un nombre premier et x € F,. On dit que x est un
carré ou un résidu quadratique s’il existe y € F), tel que y? = x.

Définition 3.4. Soit p un nombre premier et x € F,. On note <%> le
symbole de Legendre qui vaut

0 siplx
() = 1 sipfaxet x est un carré mod p
—1 sipfaxet x n’est pas un carré  mod p.

On rappelle sans démonstration le résultat suivant :
—1
Proposition 3.5. Soit p un nombre premier et x € F),. Alors <7> =z .

Si l'on sait que x est un carré (chose aisément vérifiable avec le critére
précédent), on peut donner les solutions de ax? +bxr +c=0 mod psip=3
mod 4 grace a la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit p un nombre premier congru a 8 modulo 4. Soit a
1
un carré de Fp, alors les solutions de y? = a sont données par y = a"T et
ptl

Yy=—a 4 .

Démonstration. On vérifie que
p+l. o pt1 p—1
(ta*)*=a2 =axa? =a.
Or, on sait que dans F, une équation de la forme y? = a posséde au plus
deux solutions. ([l

Plus généralement, on peut chercher a résoudre I’équation az?+bx+c = 0
modulo n pour n un entier.
8



Proposition 3.7. Soit n € N un entier non nul et n = [[_; p;" sa dé-
composition en produit de facteur premiers. Alors il existe une solution &
Uéquation ax® 4+ bx + ¢ =0 mod n si et seulement si pour tout 1 < i < r il
existe une solution a l’équation az® + bx + ¢ = 0 mod jou

Démonstration. C’est une application directe du théoréme des restes chinois.
O

On peut également déduire l'existence de solution modulo p?¥ a partir
de l'existence de solutions modulo p sous certaines conditions. Voici une
formulation de ce que 'on appelle le lemme d’Hensel.

Proposition 3.8. Soit P € Z[X] un polynoéme. On note P’ la dérivée de P.
Soit a € Z tel que P(a) =0 mod p et P'(a) # 0 mod p. Pour tout N € N,
il existe ay € Z tel que P(ayy1) =0 mod pN*? et ayy1 = ay mod pV+l,

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. On note a = ag = a_1. On
suppose qu’a N fixé on a trouvé ay € N tel que P(ay) = 0 mod pV*! et
ay = any—1 mod p". On cherche any1 de la forme ayi1 = ay + byy1 avec
byi1 € (pV ). On applique la formule de Taylor & P(ay +by,1) mod p™N*2
(on utilise que pour tout i > 2, on a by, ; =0 mod p"*?2).

P(an +bn11) = Play) + by+1P'(an) mod p™*2.

Comme on cherche by 1 € (pV+1) tel que P(ay) + b1 P (an) = 0 et que

P'(ay) est inversible modulo p™V*2 (car P'(ay) = P'(a) # 0 mod p), on en
déduit que
a1 = Plan) (P'(ax)) "
Réciproquement, on vérifie que ay+1 = an+P(an)(P'(ay)) ! vérifie bien
P(ans1) =0 mod pN*?2 (en appliquant la formule de Taylor) et an 41 = ay
mod pN+1, O

3.2. Exemples d’équations diophantiennes dont ’absence de solu-
tion se prouve par réduction. NB : Dans la mesure du possible il est
mieux de répartir les exemples de cette sous-section dans la partie précédente.
On peut compléter cette section par une sous-section sur le dénombrement
de solutions d’équations arithmétiques, en particulier via le théoréeme de
Chevalley-Warning.

Exemple 3.9. L’équation 2> — 3y> = —1 n’admet pas de solutions dans Z.

Démonstration. En effet, si 'on regarde I'équation modulo 3, on obtient 2% =
—1. Or —1 n’est pas un carré dans Fs. O

Exemple 3.10. L’équation 2% — 13y? = 7 n’admet pas de solutions dans Z.

Démonstration. Remarquons que 7 ne divise ni « ni y. En effet si 7 divise x
alors 7 divise 13y? donc 7 divise y (de méme si 7 divise y alors 7 divise z).
Si 7 divise x et y alors I’équation devient 7%z'? — 13 x 7%y/2 = 7, soit encore
722 — 13 x Ty"? = 1, donc 7 divise 1, ce qui est absurde.
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En regardant ’équation modulo 7, on obtient alors 2> = —y? mod 7, soit
encore (puisque y est inversible modulo 7) %2 = —1 mod 7. On vérifie alors

que -1 n’est pas un carré modulo 7. ([

Exemple 3.11. Soit 1 < a < 20 un entier. L’équation 322 — 355> = a
posséde des solutions dans Z si et seulement si a € {3,7,12,13}.

Attention, on ne peut pas conclure si a > 20.

Démonstration. On veérifie que 3 x 12 =35 x 02 = 3,3 x 72 —35 x 22 = 7,
3x22-35%x0%=12,et 3 x4%—-35x12=13.

On va ensuite réduire I’équation modulo 3,5,7 et 4. On montrera suc-
cesivement que pour que l’équation admette de solutions il faut que a ¢
{3k +2|keZ}, a¢ {bk+ 1,6k —1|lkeZ}, a¢ {Tk+ 1,7k + 2,7k + 4|k € Z},
a ¢ {4k + 2|k € Z}. O

4. AUTOUR DU GRAND THEOREME DE FERMAT

Le grand théoréme de Fermat, resté sans preuve pendant plus de 300 ans
ans s’énonce ainsi

Théoréme 4.1 (Grand théoréme de Fermat). Pour tout entiern > 3, [’équa-
tion diophantienne " + y™ = 2" n’a pas de solutions entiéres non triviales
(i.e ne vérifiant pas xyz = 0).

Il a finalement été prouvé par Andrew Wiles en 1994.

4.1. Interlude : un cas particulier du théoréme de Fermat-Wiles, le
théoréme de Sophie Germain (1823). Note historique : Sophie Ger-
main (1776-1831) est une mathématicienne frangaise. Elle a réussit a suivre
les cours de I’école polytechnique par correspondance en se faisant passer
pour un éléve : Monsieur Leblanc. Elle correspondait également avec Gauss
sous ce pseudonyme.

Théoréme 4.2. Soit p un nombre de Sophie Germain, c’est-a-dire un nombre
premier impair tel que ¢ = 2p + 1 soit également un nombre premier. Alors
il n'existe pas de triplet (z,y,z) € Z3 tel que xyz # 0 mod p et P +yP = 2P
(x)-
Remarque 2. C’est un développement valable.

On trouvera la preuve dans Oraux X/Ens Algébre 1 ex4.39 pl67

Démonstration. On va raisonner par l'absurde. Supposons qu’il existe un
triplet (x,v,2) € Z3 tel que 2yz # 0 mod p et aP + yP = 2P .

Etape 1 : On va montrer qu’on peut supposer que pged(z,y, z) = 1 et
méme que x, ¥y, z sont premiers entre eux deux a deux.

On note d = pged(x,y, z). Alors ()P + ()P = (5)P et pged(§, 5, %) = 1.

Supposons maintenant que pged(x,y) > 1 et on note py un diviseur pre-
mier de pged(z,y). Alors pg divise xP + yP = 2zP. D’aprés le théoréme d’Eu-
clide pg divise z. Ce qui est contradictoire avec pged(z,y,z) = 1. Le méme
raisonnement s’applique pour les autres couples.
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Etape 2 : On va montrer qu'il existe a,« € Z tels que y + z = aP et

p—1
(P = a2
k=0

et qu’il existe b,ce Z tels que x +y =P et x + z = bP.
On remarque que

p—1

v+ (N (P =P — 27 = —a?
k=0

Siy+ zet Zz;é(—z)p_l_kyk ne sont pas premiers entre eux, il existe un
nombre premier p’ tel que p’ les divise les deux. On aurait alors p’ divise x.

De plus, comme y = —z mod p’, on aurait
p—1
Z( plk}k Zypl p1:0 modp/
k=0

Alors soit p = p’ et alors p divise x ce qui est exclu car zyz # 0 mod p, soit
p’ divise y, ce qui est également exclu car pged(z,y) = 1.

Donc y + z et Zi;é(—z)p_l_kyk sont premiers entre eux et leur produit
vaut —zP, donc il existe a et a tels que y+2z = aP et Zi;é(—z)p_l_kyk = aP.

Par symétrie, on montre de méme qu’il existe b,c € Z tels que = + y =
et x + 2z = bP.

Etape 3 : On va montrer qu'un et un seul des trois entiers z,y, z est
divisible par ¢ = 2p + 1.

Supposons qu’aucun des trois entiers z, ¥, z ne soit divisible par q. Alors
2971 = (2P)2 = 1 mod g (par le théoréme de Fermat). Comme F, est un
corps, I'équation X2 = 1 n’admet que deux solutions dans F, a savoir 1
et —1. Donc zP,yP, 2P € {—1,1} mod ¢. On en déduit que zP + y? + 2P €
{3,1,—1,—3} mod q. Or 2P +yP+ 2P = 0. Comme g > 5 c’est absurde. Donc
au moins un des trois entiers z, y ou z est divisible par q. Comme z, y, z sont
premiers entre eux deux a deux, alors il n’existe qu'un seul des trois entiers
qui est divisible par ¢ et on va supposer que c’est x.

Etape 4 : On va montrer que o” +c? —a? = 0, que ¢ = 0 mod ¢, y = P
mod ¢ et o = pyP~! mod q.

Par définition a? = y+2, 0P = z+z, P = z+yet of = 37— 1( Z)P~ 1Ry,

Alors 7+ —a? =2x =0 mod gcarx =0 mod ¢. Alorsy = ¢ mod ¢
et z = b mod ¢. Comme ¢ ne divise ni y ni z alors b7, ¢? € {1, —1} mod q. Si
a # 0 mod g, alors a? € {—1,1} mod q et alors b¥ + P —a? € {3,1,—1, -3}
mod ¢, ce qui est absurde car on vient de voir que cette somme fait 0. Donc
a=y+2z=0 mod q. Ainsi

p—1

ap:Z< plkk Eypl pplmodq

k=0
11



Etape 5 : Comme y = ¢? alors y € {1,—1} mod q. Donc o? = +p
mod ¢, mais c’est absurde car o € {—1,0,1} et ¢ = 2p + 1.
Donc un triplet x,y, z n’existe pas. U

4.2. Le théoréme de Fermat pour n = 3. On a vu pour n = 4 que
la preuve de non existence de solutions entiéres a 1’équation diophantienne
2t +y* = 24 et xyz # 0 dans Z.

Pour montrer le théoréme de Fermat pour n = 3, on va travailler dans
Panneau Z[j] ot j = exp(ZF).

L’approche, due & Kummer, est basée sur la factorisation suivante

2 +y? = (z+y)(z+jy)(x+5%y) = 2°

Proposition 4.3. L’anneau Z[j] est euclidien pour la norme N(z) = |z|*.

Démonstration. Soit z € Z[j], on note z = a + bj. Alors
‘2

2] =22 =a>+b*> —ab

Soit x,y € Z[j], on veut montrer qu'il existe ¢, r € Z[j] tels que x = yq+r
ou N(r) < N(y).

Ce qui revient a écrire x/y sous la forme ¢’ + 1 avec ¢’ € Z[j] et 7’ € Q[j]
avec N(r') < 1. On note z/y = u+vj avec u,v € Q. On pose ¢ = |u|+|v]j €
Z[j]. (On prend la partie entiére supérieure ou inférieur de sorte que z/y —q
s’écrive de la forme a + bj avec a,b € Q de norme inférieure ou égal a 1/2.

Alors

Nir')=a>+b* —ab<2x(1/2)* +1/4=3/4<1

Alors x = qy+r, our =1y et N(r) < N(y). On a donc bien montré que

Z[j] est euclidien. O

Lemme 4.4. Les éléments inversibles de Z[j] sont les éléments de norme
1, a savoir +1, +j, 1 +j=—j%2 et =1 —j = 52 .

Démonstration. Soit z € Z[j]. S’il est inversible, il existe y € Z[j] tel que
xy = 1, donc N(z)N(y) = 1. Ainsi N(z) = 1 car c’est un élément de Z.
Réciproquement si N(z) = 1. Alors Z est U'inverse de z.
Soit maintenant x inversible. Alors N(z) = 1. On note x = a + bj, donc
a® 4+ b?> — ab = 1. On remarque également que

N(z) = (a—b)? +ab= (a+b)* - 3ab

Si ab > 0, alors on utilise I'écriture (@ — b)? + ab. Soit ab = 1 et donc
a=be{+l}etdoncx =1+jouz=—1—7. Soit ab= 0 et alors a = 0 (et
alors b=+1) oub=0 (et a = +1).

Si ab < 0, alors on utilise 'écriture (a + b)? — 3ab. Alors 3ab = 0 et donc
a=0 (etalorsb=+1)oub=0 (et a = +1). O

Proposition 4.5. Soit x,y, z € Z[j] premiers entre eux (globalement) dans
Z[j] vérifiant 3 + 3> = 23. Si 3 ne divise pas z alors (x + y),(z + jy) et
(x + j%y) sont premiers entre eur deur d deug.
St 3 divise z alors leur seul diviseur commun est 1 ou 1 — j.
12



Démonstration. Soit § € Z[j] qui divise z + j% et = + j%y avec a # B et
o, e {0,1,2}. Alors § divise (5% — j7) et y(j* — j5).

Comme x, ¥, z sont premiers entre eux globalement, ils sont donc premiers
entre eux deux a deux dans Z[j], il existe u, v € Z[j] tels que zu+yv = 1 (car
Z[4] est euclidien et donc principal). Donc § divise zu(j — ;%) +yv(j* —j7),
donc §|(j* — j%). En particulier § divise 1 —j (car j et 1 + j sont inversibles
dans Z[j] car j(1 +j) = —1).

Montrons que l'idéal (1 — j) est premier dans Z[j]. Pour cela vérifions que
Z[j]/{1 — j) = F3. En effet

Z[jl/[1—j) = (ZX]{X?+ X +1))/1 - X)
= (Z[X]/QA - X))(X?+ X +1)=Z7/(3) = Fs

Doncé=1oud=1-j.

On suppose que 3 ne divise pas 2. Si § = 1—j alors 62 = (1—3)? = —3j|23
En particulier 3|z, ce qui est exclu par hypothése.

Donc § = 1 et les éléments (z + y),(z + jy) et (z + j%y) sont premiers
entre eux deux a deux. O

Lemme 4.6. Soit x € Z[j]. Si x n’est pas divisible par A\ = 1 — j alors
23 = +1 mod M.

Démonstration. Puisque Z[j]/MZ[j] = F3 (cf calculs effectués plus haut),
alors z = +1 mod A. On va supposer z =1 mod A (le z = —1 se traite de
maniére similaire). Alors z = 1 + a\. Ainsi

2 —1=(z—1)(z—j)(z—-35% = Na(a+1)(a+1+57)

Comme 0, 1, 1+ sont distincts modulo A, ¢’est tous les éléments de Z[j]/A\Z[j],
donc A divise a(a + 1)(a + 1 + 7). Ainsi 22 — 1 =0 mod \*. O

Petit interlude sur les anneaux factoriels.

Lemme 4.7. Soit A un anneau factoriel. Soient ay,--- ,a, des éléments de
A premiers entre eur deuxr & deuzx. Si ay---ay, = aP, pour a € A et p € N.
Alors a une unité prés les a; sont des puissances p-iéme.

Démonstration. Il suffit d’écrire les a; et a comme produit d’éléments irré-
ductibles, et de remarquer que puisque a apparait a la puissance p tous les
facteurs irréductibles de a; (pour i fixé) apparaissent a la puissance p (puisque
les a; sont premiers entre eux et que I’anneau A est factoriel). Donc tous les
a; sont des puissances p-iéme. U

Théoréme 4.8. L’équation x® + y3 = 23 n’admet pas de solutions entiéres
telles que xyz # 0.
Plus généralement, il n’existe pas d’éléments x,y, z € Z[j] tels que xyz # 0
et 23 + y3 = 23
Démonstration. On note toujours A = 1 — j. Soient z,y, z € Z[j] non nuls.
ler cas : Si A ne divise pas xyz.
13



Alors par le lemme précédent 22 = +1 mod A* (et il en va de méme pour
y et z). Alors une solution a I’équation de Fermat implique que +1+1+1 =0
mod A Or +1+ 1+ 1€ {-3,-1,1,3}. Mais A2 = —3j, donc \* = 952 et
952 ne divise ni +1 ni +3. Donc c’est impossible.

2eme cas : Si A divise zyz.

Quitte & diviser par le pged de z, y, z on peut supposer que x, 3, z sont pre-
miers entre eux puis premiers entre eux deux a deux. Comme A est premier,
on peut donc supposer que A divise z et pas y ni x.

On va montrer que I'équation z® + y® = uz? avec u € (Z[j])* (u est
inversible) n’admet pas de solution (non triviale) dans Z[j].

Ainsi uz® = 23 + 93 = +1+1 € {~2,0,2} mod \*. Or 2 = 2 mod A
et =2 = 1 mod A mais uz = 0 mod A. Donc uz® = 0 mod A\*. Notons
m = ordy(z) = max{k e N | \¥|z}. Alors m > 4/3.

On va montrer I’énoncé de descente suivant "si 22 + y3 = uz? avec u €
(Z[j])* et z,y,z € Z[j] et ordx(z) = m > 2 alors il existe x1,y1, 21 € Z[j] et
uy € (Z[j])* avec ordy(z1) = m — 1 et 3 + 43 = uy23".

On commence par factoriser

2’ +y’ = (@ +y) (@ +5y) (@ + 5y) = v’
Comme \®|uz? et que A est premier dans Z[j] alors A\? divise I'un des trois
facteurs. Disons A|z + y. Comme z + jy = = + y + Ay et que A { y, on en
déduit que ordy(z + jy) = 1. De méme z + j%2y = = + y + A(1 + j)y donc
ordy(z + j%y) = 1. Ainsi pged(z + y,z + jy,z + j%y) = A (voir proposition
du début [4.5).

On a donc, comme Z[j] est factoriel (la factorialité sert & dire que x + y
est un cube)

r+y = v X3\Im2
T+jy = v Y3\
v+ 5%y = v3Z3\

avec pged(A, X) = 1, pged(A,Y) = 1, pged(\, Z) = 1 et pged(X,Y,Z) =1
(voir prop W.5) et vy, va, v3 € Z[j]*.

Comme 1 + j + j2 = 0, en multipliant les équations respectivement par 1,
j et j2 et en les sommant, on obtient que

v XN 4 0a VAN 4 03 Z3 A% = 0

On simplifie par A et on pose vy = jZ—g et v = —j2% et on obtient

Y3 404 2% = vs(N"IX)3

Or +14+v4 =0 mod A2 (car A\1Y donc Y3 = +1 mod A\ et donc Y3 = +1
mod \?).
Donc vy = +1 mod A et vy € (Z[j])* donc vy € {+1,+7,+52}. Donc
vy = +1. Ainsi v} = v4. On peut réécrire 'équation ainsi
Y3+ (042)? = vs(A™1X)3
14



On a donc construit une solution z; = Y, y; = v4Z, 21 = X" 1X avec
ordy(z1) =m — 1.

La propriété de descente est vérifiée... C’est absurde, donc un tel triplet
x,1, z n’existe pas. O

Remarque 3. On pourrait se demander ce qui empéche de passer au cas
2im
général en travaillant dans Z[£] avec £ = e » .
En général 'anneau Z[£]| n’est pas factoriel, ce qui est une obstruction a
la preuve.

En particulier pour p premier et p > 23 'anneau Z[¢] n’est pas factoriel.

5. EQUATIONS DE PELL-FERMAT 22 — dy? = 1

On va discuter de l'existence de solutions a l’équation (P) définie par
x? — dy? = 1. On supposera dans toute la suite que d > 0.

Remarquons d’abord que (+1,0) est toujours solution. On appellera ces
solutions les solutions triviales.

Par ailleurs si d est un carré, disons d = a? alors 2 — dy? = (z + ay)(x —
ay) = 1. Donc x + ay = z — ay = +1. Auquel cas 2ay = 0 et donc y = 0 et
=%l

Donc on ne s’intéressera qu’au cas ot Vd ¢ Q.

Théoréme 5.1. Soit d un entier qui n’est pas un carré parfait. Alors il existe
une solution non triviale (x1,y1) € N* x N* (appelée solution fondamentale)
de Uéquation x> — dy® = 1 telle que toute solution entiére positive est donnée
par (xnv yn) avec Tp + yn\/a = (xl + ylﬁ)n

La preuve va utiliser un certain nombre de propositions intermédiaires,
mais on peut commencer par remarquer que la relation

Tn 4+ ynVd = (z1 + y1\/3)”
impose que
Tyl +Ynr1Vd = (o +yaVd) (21 + 11 VD)™ = 2120 +dy1yn + V(Y12 +21Y5)

On peut donc vérifier par récurrence que si (z1,y;) est solution alors il en
va de méme pour (z,,yy). En effet

x%H — dy,le = l‘%l‘% + 2r1 201 Ynd + de%yT%
—d(y%l‘% + 2$1xny1yn =+ x%%%)
xi(w% — dyy) — dyi (z, — dy;)
Iy — dy%

= 1

On sait maintenant qu’a partir d’une solution (z1,%1) on peut construire
des solutions par induction.

On va désormais travailler dans 'anneau Z[+/d] (dans lequel on peut fac-
toriser notre équation diophantienne). On considére le morphisme d’anneau

i ZWVA] - ZIVd]
a+b/d — a—bvd
1
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ainsi qu’une application
N: Z[\/d] — Z
a=a+b/d — ao(a)=a®— db?
qu’on va appeler norme. Par ailleurs N(aa/) = ad’o(ad’) = N(a)N(d') car
o est un morphisme d’anneau.

On remarque si (2, ) est solution de (P) si et seulement si N (z+y+/d) = 1.
On a donc une correspondance bijective entre

{Solutions de (P)} «— {a € Z[Vd] | N(a) = 1}

Lemme 5.2. Un élément a de Z[\/d] est inversible si et seulement N(a) =
+1.

Démonstration. Si « est inversible d’inverse o/, alors aa/ = 1, et donc
N(ad') = N(a)N(a/) = 1. Cette égalité était vraie dans Z cela implique
que N(a) = £1.

Réciproquement si +1 = N(«) = ao(a), alors « est inversible d’inverse
+o(a). O

Notons Uy = {a € Z[v/d] | N(a) = 1}. Cet ensemble correspond exacte-
ment aux solutions de (P).
Démontrer le théoréme [5.1] revient a démontrer

Théoréme 5.3. II existe €, € Z[\/d]* (ou la notation Z[/d]* désigne les
inversibles de Z[/d]) appelée l’unité fondamentale telle que
ZIVd]* = {+€] | ne Z}
De plus
(1) Si N(e1) =1 alors Uy = Z[\/d]*
(2) Si N(e1) = —1 alors U; = {+e3" | ne Z}
Pour démontrer ce théoréme on introduit la fonction
L: Z[Vd* — R?
a  — (log(|al), log(Jo(a)]))
La fonction L est bien définie car pour o # 0 on a |a| # 0 et |o(a)| # 0.

On rappelle la définition suivante

Définition 5.4. Un sous-groupe H d’un groupe topologique G est dit discret
si pour tout x € H, l'ensemble {z} est un ouvert de H. Soit encore, pour
tout x € H, il existe U ouvert de G tel que U n H = {z}.
Proposition 5.5. La fonction L a les propriétés suivantes
(1) La fonction L est un morphisme de groupes, c’est-a-dire que L(af) =
L(a) + L(B).
(2) Le noyau de L vaut {£1}.

(3) L’image de L est un sous-groupe discret de R?
16



(4) On aIm(L) c {x +y =0} c R%

Démonstration. (1) est immédiat.
(4) vient du fait que

log(|al) + log(|o(a)]) = log(|N(al) = log(1) = 0

Pour (2) et (3) on va montrer que, pour r € R%, si B(0,r) désigne la boule
de centre 0 et de rayon r de R? alors L~1(B(0,r) est fini.

Supposons que 'on ait ce résultat. Alors pour r > 0, on a Ker(L) <
L~1(B(0,r)). De plus Ker(L) est un sous-groupe multiplicatif fini de Z[v/d]* <
R2. Or le seul sous-groupe fini de R* est {+1}. Comme il est clair que
{£1} < L, on a l'égaliteé.

Toujours en supposant L~ (B(0,r) fini, montrons que Im(L) est un sous-
groupe discret de R2. Soit X € Im(L), alors il existe r > 0 tel que X €
B(0,7). Notons L~Y(B(0,7)) = {a1, - ,am} et X1,---, X, les images (dis-
tinctes) des «; par L. Soit d = min{dist(X;, X;) | 1 < 4,5 <7, i # j}. On
note également dy = dist(X, B(0,r)). Alors dyg > 0. On pose D = min(d, dp).
Alors par définition de d, on a Im(L) n B(X, %) = {X}. Donc Im(L) est
discret.

Montrons donc que L™ (B(0,7) est fini. Soit a € Z[v/d]*. On remarque
que « est racine du polynome P = X2 — t(a)X + N(a) € Z[z] ot t(a) =
a+o(a) et N(a) = £1 (car «v est inversible).

Si ae L7YB(0,r), alors |a| = exp(In(|a|)) < exp(r) (idem pour |o(a)]).
Ainsi [t(a)| < |af + |o(a)] < 2exp(r). Comme P € Z[X], il n’y a qu'un
nombre fini de polyndmes a coefficients entiers tels que |t(a)| < 2exp(r) et
N(a) = +1. Chacun de ces polynémes a, au plus, deux solutions, donc il
n’y a qu'un nombre fini d’élément dans L=1(B(0,7). Ce qui prouve (2) et
(3). O

Lemme 5.6. Tout sous-groupe discret de R est de la forme G = wZ ou
weR

Idée de preuve. Si G = {0}, on choisit w = 0. Sinon on pose w = inf{z €
G | > 0}. Comme G est discret on a w > 0 et w € G (sinon on aurait une
suite d’élément de G qui convergerait vers w, ce qui contredirait le fait que G
est discret). Siz € G, on pose m = | 2] € Z, de sorte que mw < = < (m+1)w.
Donc 0 € x —mw < w, or £ — mw € G, donc x = mw. O
Proposition 5.7. Si Z[Vd]* contient un élément différent de +1 alors

Z[Vd])* = {+e} | n€ Z} 0w e est une solution fondamentale.

Démonstration. D’apres (4) de la proposition[5.5] on a que Im(L) < {z+y =

0}. Ainsi application

- R

— T

est injective, car si (x,y) € L(Z[vd]*) alors y = —x.
17



Donc L(Z[+/d]*) s’identifie & un sous-groupe discret de R (car I'applica-
tion de projection p étendue & R? est ouverte). Donc il existe w € R tel que
L(Z[Vd]*) = wZ. Par ailleurs, le diagramme suivant est commutatif

|
Z[Va)*/{+1}

Ainsi le morphisme de groupes L: Z[v/d]* /{#1} — wZ est un isomorphisme.
Si Z[v/d]* contient un élément différent de +1, alors w # 0. Si on note €;
un antécédent de w alors Z[vd]* = {7 | n e Z}. O

Il ne reste plus qu’a prouver qu’il existe une solution non triviale a ’équa-
tion 22 — dy? = 1.
Plusieurs possibilités

(1) On peut construire une solution par la méthode des fractions continues
(voir Hindry Arithmetics)

(2) On peut aussi utiliser des arguments dts & Dirichlet qui reposent sur
le principe des tiroirs (en anglais "pigeonhole principle").
Lemme 5.8. Soit « € R et N = 1. Alors il existe un nombre rationnel

p/q € Q tel que \a—p/qlsqiN etl1<g<N.

Démonstration. On coupe lingervalle [0,1] en N intervalles de longueur
1/N. Parmi les N + 1 nombres ja — |ja| pour j € {0,N}, il en existe
deux dans le méme intervalle de longueur 1/N (principe des tiroirs). Dit
autrement, il existe 0 < j <l < N tels que

o~ Lja] ~ (1o~ lia])| < 5

En particulier

o ol 1
=5 | (=N
On pose p = |la] — |ja] et g =1— 3. O

Corollaire 5.9 (Dirichlet). Soit a € R\Q. Alors il existe une infinité de
nombres rationnels p/q € Q tels que | — p/q| < q%.

On a vu dans le lemme précédent que N étant fixé, alors il existe p/q € Q

avec 1 < g < N tel que |a—p/q|<q%<q%(car%<%).

Démonstration. Soit N1 = 1 et p1/q1 € Q comme dans le lemme précédent,

alors |a — p1/q1| < ﬁ. Comme «a € Q, la partie de gauche est non nulle.

Ainsi on peut choisir Ny > 1 tel que N% < |a—p1/q, et donc en réap-

pliquant le lemme, on peut trouver pa/ga € Q tel que |o — pa/ga| < 7{12%\[2.
18



Donc
1 1

a—p2/q £ —— < — < |a—p1/q1

o pafo] < < 5 < o/
Ce qui implique que p2/q2 # p1/qi. On peut répéter cette opération une
infinité de fois. (]

Proposition 5.10. Il existe une solution non triviale (x1,y1) a l’équation
22 —dyy = 1. C’est a dire que Z[\/d]* contient un élément non trivial.

Démonstration. On applique le corollaire précédent a o = v/d ¢ Q. Ainsi il

V-3

< 2v/d + 1 car (inégalité triangulaire)

]mﬂ <]_w+“f‘+m<m+1
Yy Y

existe une infinité de couples (z,y) € N x Z* tels que

tels que ‘\/E + %

1
< el et donc

et finalement

2% — dy?| <2Vd + 1
En particulier, il existe un entier ¢ tel qu’il y ait une infinité de solutions &
I'équation 22 —dy? = c¢. Comme il n’y qu’un nombre fini de classes modulo c,
il existe deux solutions (x1,%1) et (x2,y2) & 'équation 22 — dy? = ¢ vérifiant
x1 = x93 mod cet y; = yo mod ¢. On pose

x1+Vd
u+ U\/> — 17\/%

T + \/3y2
On a en particulier que

_ N +Vdy)

u— dv? = N(u+ vVd) =-=1
N(zo + Vdys) ¢
Il reste a vérifier que u, v sont des entiers et v # 0.
122 —d To—T
w -+ vVd = 122 y1y2+ylz 1?/2\@
c c
On remarque que
r1T9 — dy1y2 = x% — dy% =0 modec
Y122 — x1Y2 = Y121 — 2161 = 0 mod ¢
Donc u, v sont des entiers. De plus v = 0 si et seulement si % = %, ce qui
est exclu puisqu’ils sont distincts par hypothése. O
Complément : L’équation plus générale 22 — dy?> = m avec m € Z
n’a pas toujours de solution. Par exemple si m = —1 et si d admet un
diviseur premier p tel que p = 3 mod 4, alors une solution de z? —dy? = —1

impliquerait que 2 = —1 mod p. Ce qui est impossible car —1 n’a pas de

racine carrée dans Fy, si p =3 mod 4.

On rappelle rapidement la preuve de cette derniére assertion. Soit p un
nombre premier impair. On considére le morphisme de groupes multiplicatifs
¢: F% — F* x — z%. Son noyau est Ker(p) = {z € F} | 2 = 1} = {+1} car
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F, est un corps (donc il y a au plus deux solutions a X2 -1=0).Onen
déduit que |Kerp| = % (car 1 # —1, donc le cardinal du noyau vaut 2).
Par ailleurs le morphisme de groupe multiplicatif ¢: Fj — Fj, x — I
vérifie que Imy < Kert). De plus comme P~ = 1 par le théoréme de Fermat,
on en déduit que Imey) = {1}, donc |Kery)| = %. Donc Imgp = Ker.
En particulier, -1 est un carré modulo p si et seulement si (—1)177_1 =1si
et seulement % est pair, si et seulement si p =1 mod 4.
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