LECON 309 : EXERCICES D’ALGEBRE LINEAIRE
FAISANT INTERVENIR LES POLYNOMES

1. PRESENTATION DE LA LEGON

Cette legon présente des exercices d’algébre linéaire faisant intervenir des
polynoémes.

Lorsqu’on évoque 'algébre linéaire, on parle d’applications linéaires, d’en-
domorphismes, et lorsqu’on est en dimension finie, de matrices. Les appli-
cations linéaires, et donc les matrices, apparaissent naturellement lorsqu’on
étudie un systéme d’équations linéaires. Obtenir des informations sur une
matrice, ou disposer d'une forme adéquate pour celle-ci, permet de mieux
comprendre voire résoudre complétement le systéme correspondant.

Une premiére question naturelle est : « Le systéme posséde-t-il une so-
lution unique ? ». Pour les systémes bien dimensionnés (autant d’équations
que d’inconnues), cette question revient a savoir si toutes les équations sont
indépendantes, c’est-a-dire si le déterminant de la matrice associée est non
nul.

Le déterminant est un polyndéme en les coefficients de la matrice, qui
prend parfois des formes remarquablement simples. C’est le cas des matrices
de Vandermonde. Une méthode efficace pour calculer le déterminant des ma-
trices de Vandermonde consiste & introduire un polynoéme adéquat (univarié)
dont il est facile de déterminer les racines.

Parenthése culturelle 1 : Les déterminants de type Vandermonde appa-

raissent naturellement lorsqu’on souhaite évaluer un polynéme f = 2;:01 X
en plusieurs points x1, ..., x,. En effet, on obtient alors la relation suivante :
f(x1) o
f($2) =V(z1,...,xn) le
f(@n) Jn—1

Cette construction est trés utilisée dans 'algorithme FFT (Fast Fourier
Transform) pour multiplier efficacement des polynomes.

Cependant, résoudre un systéme linéaire ne se limite pas a déterminer si
la matrice est inversible. En pratique, il faut souvent calculer explicitement
I'inverse. Une méthode peut-étre de calculer la comatrice (ce qui implique
des calculs de déterminants) ; une autre méthode, faisant intervenir les poly-
nodmes, consiste a déterminer le polynéme caractéristique de A (défini comme
det(A—=z1,) ou det(xzl, — A)) et a exploiter le théoréme de Cayley-Hamilton,
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qui affirme que ce polynéme caractéristique annule la matrice A. L’inverse
peut alors étre exprimé comme un polynéme en la matrice A. Le fait que le
polynéme caractéristique (disons de degré n) s’annule sur A permet égale-
ment d’exprimer les puissances élevé de A comme des polynomes en A de
degré au plus n.

Parenthése culturelle 2 : un exemple pratique nécessitant le calcul des
puissances d’une matrice est le suivant. Soit une suite définie par récurrence
(ug)g vérifiant une relation de type u, = agup + ajuy + - -+ + ap_1Up—1, OU
ag, - - -, ap—1 sont des scalaires. Ce probléme s’exprime naturellement sous
forme matricielle :

U1 o 1 0 -- 0 Ug
U9 o o 1 -- 0 U1
Up—1 o o0 o -- 1 Un—2
U, ap ar az -+ A4p-—1 Un—1

En notant A cette matrice, on obtient alors pour tout m > 0 :

Ul+m ]
U2+m U
:.AWHJ
Un—1+m Up—2
Un+m Un—1

Ainsi, tout terme de la suite peut s’exprimer en fonction des premiers termes
et de A™*1. De plus, si la suite (ug), converge vers une limite u, alors le
vecteur limite U = (u,...,u) vérifie U = AU, faisant de u une valeur propre
associée & un vecteur propre de A.

Dans un esprit similaire, il est parfois nécessaire de calculer I’exponen-
tielle d’une matrice, par exemple pour résoudre des systémes d’équations
différentielles linéaires & coefficients constants. En effet, le systéme :

(1) yi(t)

Ya @ NE: Ft)

Yn (L) Yn(t)
admet une solution générale de la forme :

y1(t) uy
€ .

o i

ol u1,...,uU, sont les conditions initiales.
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Lorsqu’on souhaite calculer ’exponentielle d’une matrice non diagonali-
sable, une méthode repose sur le théoréme de Dunford (qui affirme qu’une
matrice dont le polyndéme minimal est scindé se décompose en la somme
d’une matrice diagonalisable et d’une matrice nilpotente), ce qui permet de
se ramener en partie & calculer ’exponentielle d’'une matrice diagonalisable
(ce qui est facile si on arrive a la diagonaliser, mais cette opération n’est pas
nécessairement facile, puisque pour trouver les valeurs propres une méthode
consiste savoir calculer les racines du polynéme caractéristique, et on ne sait
pas les calculer de maniére exacte en toute généralité. Ce point est lié a la
théorie de Galois et la résolubité par radicaux).



2. ATTENTION DECOMPOSITION DUNFORD

Attention, la décomposition de Dunford ne se lit pas facilement sur les
matrices méme si elles sont triangulaires supérieures. En effet soit

1 a 0
A=1(0 2 b
0 01
On serait tenté de poser
1 00
D = 2 0
0 01
et
0 a O
N=10 0 b
0 00
sauf que D et N ne commutent pas.
En effet
0 a O
DN=|0 0 2b
0 0 O
et
0 2a 0
ND=1|0 0 b
0 0 O




3. LEMME DES NOYAUX

Lemme 3.1 (Lemme des noyaux). Soit E un espace vectoriel sur un corps
K et u un endomorphisme de E. Si P et QQ sont deux polyndmes premiers
entre eux 4 coefficients dans K, alors on a :

Ker((P x Q)(u)) = Ker(P(u)) @ Ker(Q(u)).

Par ailleurs, la projection de x € Ker((P x Q)(u)) sur Ker(P(u)) (respecti-
vement Ker(Q(u))) est un polynéme en u.

Démonstration. Soient P, Q) € K[X ] premiers entre eux. Notons que (PQ)(u) =
P(u)oQ(u), et évidemment les polynomes d’opérateurs commutent entre eux.

Comme P et () sont premiers entre eux il existe des polynémes U,V €
K[X] tels que :

UX)P(X)+V(X)Q(X) =1.

Si x € Ker(PQ(u)), alors P(u)(Q(u)(z)) = 0, donc Q(u)(x) € Ker(P(u)).

En appliquant 1’identité précédente & l'opérateur u, on obtient :
z = U(u)P(u)(z) + V(u)Q(u)(x).
Comme P(u)(x) € Ker(Q(u)) alors QUP(u)(x) = UQP(u)(x) = 0, donc
U(u)P(u)(z) € Ker(Q(u)), et c’est bien un polynoéme en u. De méme Q(u)(x) €
Ker(P(u)) alors PVQ(u)(z) = VPQ(u)(xz) = 0, et donc V P(u)(z) € Ker(P(u)),
et c’est bien un polynéme en wu..
z € Ker(P(u)) + Ker(Q(u)).

De plus, Uintersection Ker(P(u)) n Ker(Q(u)) = car si un vecteur x appar-
tient & cette intersection, alors par I'identité de Bézout ci-dessus,

x=U(u)P(u)(z) + V(u)Qu)(z) =0+ 0= 0.

Comme z est nul, alors la somme est directe. [l

4. DECOMPOSITION DE DUNFORD
Référence : Oraux X-ENS Algébre 2 : 2.40 p134

Théoréme 4.1 (Décomposition de Dunford). Soit u un endomorphisme
d’un espace vectoriel E de dimension finie. Si u admet un polyndme minimal
scindé alors il peut s’écrire sous la forme

u=d+n

ot d est un endomorphisme diagonalisable, n est un endomorphisme nil-
potent, et tels que dn = nd. De plus, d et n sont alors des polynémes en u
et sont uniques.

Démonstration. Soit P le polynéme minimal scindé de u que 1’on écrit sous

la forme :
-

P(X) = H(X —\)™,  avec \; distincts.
i=1
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Posons, pour tout 1 <i < r:
Fi(X) = (X —X\)™.

D’aprés le lemme des noyaux, on a que
,
E = Ker(P(u)) = @@ Ker(F;(u))
=1

Par ailleurs, la projection sur chacun des F; = Ker(F;(u)), noté m; est un
polynéme en u (voir preuve lemme des noyaux).

On pose alors d = > /_; \im;. L’endomorphisme d est diagonalisable car
sur chaque Ker(F;(u)) il se comporte comme ;1.

On pose alors n = u — d, c’est également un polynéme en v donc d et n
commutent. Il reste & vérifier que n est nilpotent.

Comme les sous-espaces F; sont stables par u et d, alors ils sont stables
par n. Il suffit alors de vérifier que n est nilpotent sur chaque F;. Notons n;,
d; et u; la restrictions de ces endomorphismes a F;.

On a

n" = (ug — di)™ = (ug — \ilg)™

Or sur F; = Ker((X — X\;)™(u)),(u; — A\ilg)™ = 0, donc n; est nilpotent. On
en déduit donc que n est nilpotent.

Il reste & vérifier I'unicité. Soit (d’,n’) un autre couple répondant au pro-
bléeme u = d' +n' avec d’ et n’ qui commutent. En particulier, d’ (respective-
ment n’) commute avec u, et donc commute avec tout polynéme en u donc
commute avec d (respectivement n).

Donc d et d’ commutent, donc sont co-diagonalisables. Donc d — d’ est
diagonalisable. De méme n et n’ commutent, donc n —n’ est nilpotent On a,
de plus, d—d = n—n'. Donc d —d’ est un endomorphisme diagonalisable et
nilpotent, le seul endomorphisme qui vérifie cela est ’endomorphisme nul.

Donc d =d et n=n'.

O

5. THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON
5.1. Comatrice et propriétés.

Définition 5.1 (Comatrice). Soit A = (a; ;) € My (K). Pour tout 1 <4, j <
n, notons A; ; la matrice obtenue a partir de A en supprimant la 7-éme ligne
et la j-iéme colonne. On appelle comatrice de A, notée Com(A), la matrice
définie par :

Com(A)Z-,j = (—1)i+j det(Ajﬂ')

ol A;; est la sous-matrice obtenue en supprimant la j-iéme ligne et la i-iéme
colonne de A.

Remarque 5.2. Attention a I'indice inversé : la comatrice est transposée par
rapport a la matrice des cofacteurs.
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Théoréme 5.3 (Propriété fondamentale de la comatrice). Soit A € M,,(K)
une matrice carrée. Alors :

A-Com(A) = Com(A) - A =det(A)I,
ou I, est la matrice identité.

Démonstration. Soit A = (a; ;) € M, (K) et posons C' = Com(A) = (¢ ;).
Considérons le produit A - C. Son coefficient en position (i, j) est :

(A . C)i,j = Z a5 kC,j-
k=1

Distinguons deux cas :
Cas 1:i=j.Alors:

(A . C)M = 2 Q; | Cki = Z ai7k<—1)k+i det(Aiyk).
k=1 k=1

Or, par définition de la comatrice, ce terme correspond exactement au
développement du déterminant de A selon sa i-éme ligne, ce qui donne :

(A . C)M = det(A).

Considérons maintenant le cas ¢ # j. On obtient alors :
n n )
(A . C)i,j = Z a; jClj = Z aw(—l)k—w det(Aj7k).
k=1 k=1

Cette quantité correspond au développement d’un déterminant d’une ma-
trice obtenue & partir de A en remplacant sa j-éme ligne par la i-éme ligne.
Une telle matrice posséde deux lignes identiques, et donc son déterminant
est nul :

(A-C)i’j =0 sii#j.
Ainsi, on obtient finalement I’égalité :

A - Com(A) = det(A) - 1.

Ce résultat est fondamental et reste valable de méme pour le produit
inversé :

Com(A) - A = det(A) I,.

5.2. Théoréme de Caley Hamilton.

Théoréme 5.4 (Cayley-Hamilton). Toute matrice carrée A € M, (K) est
annulée par son polyndme caractéristique x4 :

xa(A) =0.
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Démonstration. Considérons le polynéme caractéristique :
XA(X) =det(XI, — A).
Soit C(X) = (X1, — A)*¥ la comatrice de (X1I,, — A), alors on a :
C(X)(XI,—A) =det(XI, — A)L,.

En particulier, le membre gauche est une matrice dont les coefficients sont
des polynoémes en X. En substituant X = A dans cette égalité, on obtient :

C(A)(A—A) = xa(A)n.
Comme le membre gauche est nul, on en déduit immédiatement :
xa(4) = 0.
Ce qui établit le théoréme. O
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