
LEÇON 169 : STRUCTURES QUOTIENTS DANS DIVERS
DOMAINES DE L’ALGÈBRE. APPLICATIONS
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1. Construction de quotient

1.1. Quotient et relation d’équivalence.

Définition 1.1. Soit E un ensemble. Une relation d’équivalence sur E est
une relation binaire qui est réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 1.2. L’égalité sur l’ensemble N est une relation d’équivalence.

Étant donné une relation d’équivalence „ sur un ensemble E, on définit
l’orbite d’un élément x P E comme Orbpxq “ ty P E | y „ xu. On note
parfois rxs l’orbite de x.

Définition 1.3. Soit E un ensemble et „ une relation d’équivalence sur E.
On définit le quotient E{ „ comme l’ensemble des classes d’équivalences de
E.

E{ „“ trxs | x P Eu

Exemple 1.4. Le quotient de N par “ est N.

Exemple 1.5. Sur l’ensemble des matrices carrées MnpRq, on peut définir
la relation d’équivalence suivante : A „ B si et seulement s’il existe P,Q P

GlnpRq tels que PAQ “ B.
Un élément du quotient de MnpRq par la relation „ est donné par la classe

des matrices d’un rang fixé.
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1.2. Construction de Z. On rappelle qu’un monoide est un ensemble mu-
nit d’une loi de composition interne associative et disposant d’un élément
neutre. Par exemple N est un monoide.

Exemple 1.6. À l’aide de N on peut construire Z comme un quotient. On
munit l’ensemble produit N ˆ N de la relation d’équivalence suivante :

pn1, n2qRpn1
1, n

1
2q ô n1 ` n1

2 “ n2 ` n1
1.

2. Quotients de groupes

On rappelle que G est un groupe s’il est munit d’une loi de composition
interne associative, disposant d’un élément neutre et d’un inverse.

2.1. Groupe Z{nZ. Soient a, b P Z. On dit que a divise b si et seulement
s’il existe c P Z tel que b “ ac.

Définition 2.1. Soit n P N˚. On munit le groupe Z de la relation d’équiva-
lence suivante aRb si et seulement si n divise a ´ b.

On note Z{nZ l’ensemble quotient construit à l’aide de cette relation
d’équivalence.

Proposition 2.2. L’ensemble quotient construit par cette relation possède
également une structure de groupe.

Le groupe Z{nZ permet de montrer que certaines équations diophan-
tiennes n’ont pas de solutions dans Z à l’aide de réductions bien choisies.

Application 2.3. En réduisant l’équation x2 ´ 3y2 “ ´1 dans Z{3Z (et en
étudiant les carrés de Z{3Z) on peut montrer que cette équation diophan-
tienne n’admet pas de solutions dans dans Z.

En étudiant l’équation x2 ´ 13y2 “ 7 dans Z{7Z (et en étudiant les carrés
de Z{7Z) on peut montrer que cette équation diophantienne n’admet pas de
solutions dans dans Z.

On peut également montrer à l’aide de réductions que certains polynômes
sont irréductibles.

Application 2.4. Le polynôme X3 ` X2 ` 1 est irréductible dans Z{2Z
donc est irréductible dans Z.

La preuve du critère d’Eisenstein repose également sur une réduction dans
Z{pZ pour p un nombre premier.

Théorème 2.5. Soit P pXq un polynôme à coefficients entiers que l’on note
P pXq “

řn
i“0 aix

i. Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que
— @i P t0, 1, ¨ ¨ ¨n ´ 1u, p divise ai
— p ne divise pas an
— p2 ne divise pas a0.

Alors P pXq est irréductible dans l’anneau QrXs.
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De part son caractère fini et simple à manipuler, les groupes Z{pZ avec
p premier, sont également de bons candidats pour faire de la cryptographie.
On peut y appliquer, par exemple, le protocole de Diffie Hellman

Application 2.6. (1) Alice et Bob ont choisi un nombre premier p et un
entier g (par exemple p “ 23 et g “ 5)

(2) Alice choisit un nombre secret a “ 6, Bob choisit aussi un nombre
secret b “ 15

(3) Alice envoie à Bob A “ ga mod p “ 56 mod 23 “ 8

(4) Bob envoie à Alice la valeur B “ gb mod p “ 515 mod 23 “ 19

(5) Alice peut maintenant calculer la clé secrète Ba “ 196 mod 23 “ 2

(6) Bob fait de même et obtient la même clé qu’Alice Ab “ 815 mod 23 “

2

En général on choisit g un générateur du groupe Z{pZ˚. Un tel g existe
par le résultat suivant :

Théorème 2.7 (Développement possible). Soit p un nombre premier, le
groupe pZ{pZq˚ est cyclique.

2.2. Sous-groupes distingués.

Définition 2.8. Soit pG, ‹q un groupe. Soit H un sous-groupe de G. On
peut définir une relation d’équivalence sur G par x „ y si et seulement si
x ‹ y´1 P H.

On note G{H l’ensemble quotient défini à l’aide de cette relation d’équi-
valence.

Cependant l’ensemble quotient G{H n’a pas nécessairement une structure
de groupe. Pour que ce soit possible, il faut que la relation d’équivalence
soit compatible avec la structure. C’est le cas si et seulement si H est un
sous-groupe distingué de G.

Définition 2.9. Soit G un groupe. On dit que H est un sous-groupe distin-
gué de G si et seulement si pour tout x P G, on a xHx´1 “ H.

Proposition 2.10. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G
alors G{H a une structure de groupe (avec la loi de groupe induite de celle
de G).

Exemple 2.11. Exemples et contre-exemples de sous-groupes distingués
issu des groupe de permutations.

Proposition 2.12. Soient G,H deux groupes et f : G Ñ H un morphisme
de groupe. Alors Kerpfq est un sous-groupe distingué de G.
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2.3. Théorème d’isomorphisme.

Théorème 2.13. Soient G,H deux groupes et f : G Ñ H un morphisme de
groupe. Alors f induit un isormophisme de groupe f̃ : G{Kerpfq Ñ Impfq.

En particulier ce théorème permet de prouver le théorème des restes chi-
nois

Théorème 2.14 (Développement possible avec une application). Soient
n1, ¨ ¨ ¨ , ns des entiers non nuls premiers entre eux deux à deux. Alors le
morphisme surjectif

f : Z Ñ pZ{n1Zq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pZ{nsZq

x ÞÑ px mod n1, ¨ ¨ ¨ , x mod nsq

induit un isomorphisme de groupe

f̃ : Z{n1 ˆ ¨ ¨ ¨nsZ Ñ pZ{n1Zq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pZ{nsZq.

L’étude du noyau de f permet de faire une preuve non constructive de cet
énoncé. Cependant, il en existe une preuve constructive basée sur le théorème
de Bézout.

Application 2.15. On cherche à résoudre le système de congruences suivant

x “ 3 mod 5
x “ 2 mod 9

Le théorème précédent permet de prouver l’existence et l’unicité d’une solu-
tion modulo 5 ˆ 9 “ 45. Par ailleurs, on sait que 2 ˆ 5 ´ 1 ˆ 9 “ 1. Donc
2 ˆ 5 “ 1 mod 9 et ´9 “ 1 mod 5. Donc une solution du système est
donnée par x “ 3 ˆ p´1q ˆ 9 ` 2 ˆ 2 ˆ 5 “ ´7.

2.4. Groupes opérants sur un ensemble. définition, relation orbite sta-
bilisateur, conjugaison

3. Quotient d’anneaux

3.1. Quotients d’anneaux.

Définition 3.1. Soit pA,`,ˆq un anneau. Soit I un idéal de A. On peut
définir une relation d’équivalence sur A par x „ y si et seulement si x´y P I.

On note A{I l’ensemble quotient défini à l’aide de cette relation d’équiva-
lence.

Proposition 3.2. Soit A un anneau et I un idéal de A. Alors le quotient
A{I est munit d’une structure d’anneau avec les opérations induites de A.

Définition 3.3. Soient I1 et I2 deux idéaux d’un anneau A. On dit qu’ils
sont étrangers si I1 ` I2 “ A (autrement dit s’il existe x1 P I1 et x2 P I2 tels
que x1 ` x2 “ 1).
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Théorème 3.4. Soit A un anneau et I1, ¨ ¨ ¨ , Is des idéaux de A, deux à
deux étrangers. Alors le morphisme surjectif

f : A Ñ pA{I1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{Isq

x ÞÑ px mod I1, ¨ ¨ ¨ , x mod Isq

induit un isomorphisme d’anneaux

f̃ : A{I1 ˆ ¨ ¨ ¨ Is Ñ pA{I1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{Isq.

De même que lorsqu’on travaillait avec Z{nZ on peut résoudre des sys-
tèmes de congruences.

Application 3.5. On cherche à résoudre le système de congruence suivant
P P KrXs

P pXq “ 0 mod X ´ 1
P pXq “ 2 mod X ´ 2

Le théorème précédent permet de prouver l’existence et l’unicité d’une solu-
tion modulo pX ´ 1q ˆ pX ´ 2q. On peut montrer que P pXq “ pX ´ 1qX est
une solution.

On remarquera que cet énoncé est en fait un problème d’interpolation de
Lagrange. Le système de congruence peut également s’exprimer en deman-
dant que P p1q “ 0 et P p2q “ 2.

Théorème du rang ?

3.2. Quotient d’anneaux de polynômes. Un point de vue naturel sur la
construction des quotients de polynômes est de remarquer que dans certains
corps, comme R, certains polynômes n’admettent pas de racines. On peut
alors avoir envie de construire un corps plus grand dans lequel vivrait des
racines de ces polynômes.

Proposition 3.6. Soit K un corps. Soit P P KrXs. Si le polynôme P est
irréductible alors l’anneau quotient KrXs{pP q est un corps dans lequel P
possède une racine. On appelle ce quotient le corps de rupture de P .

Application 3.7. Le polynôme X2 ` 1 est irréductible sur R, le quotient
RrXs{pX2 ` 1q est un corps dans lequel il possède une racine. On note, en
général, ce corps C et i l’image de X dans le quotient RrXs{pX2 ` 1q.

Application 3.8. Le polynôme X2 ` 1 est irréductible sur Z, le quotient
ZrXs{pX2 ` 1q est un anneau intègre dans lequel il possède une racine. Cet
anneau s’identifie à Zris, sous anneau de C.

L’anneau Zris permet de démontrer un résultat d’arithmétique sur Z

Théorème 3.9 (Théorème des deux carrés, dev possible, cours d’algèbre
Perrin II.6). Soit p un nombre premier impair. On note Σ “ tn P N |Da, b P

N, n “ a2 ` b2u. On a p P Σ ô p ” 1 mod 4.
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(On peut utiliser ce dvp car la preuve se base beaucoup sur le fait que la
construction de Zris se fait par ZrXs{pX2 ` 1q).

On peut également construire des corps où un polynôme P possède toute
ses racines.

Définition 3.10. Soit P un polynôme irréductible ou non de degré n. On
appelle corps de décomposition de P sur K, une extension L de K qui est
telle que :

(1) dans LrXs, P est produit de facteur de degré 1
(2) Le corps L est miniml pour cette propriété

Théorème 3.11. Soit K un corps. Soit P P KrXs un polynôme. Il existe
un corps de décomposition de P sur K, unique à isomorphisme près. On le
note DKpP q.

Exemple 3.12. Pour K “ Q et P “ X3 ´ 2, on a DKpP q “ Qp
3
?
2, jq.

On peut utiliser ces constructions pour définir les corps finis.

Définition 3.13. On dit qu’un corps K est fini s’il ne possède qu’un nombre
fini d’éléments.

Théorème 3.14 (Développement possible avec l’étude de la cyclicité du
groupe multiplicatif ? p73-74, cours d’algèbre Perrin). Soit p un nombre pre-
mier et soit n P N˚. On pose q “ pn.

(1) Il existe un corps K à q éléments, c’est le corps de décomposition du
polynôme Xq ´ X sur Z{pZ.

(2) En particulier K est unique à isomorphisme près. On le note Fq.

À l’instar des Z{pZ, le groupe multiplicatif de Fq.

Théorème 3.15. Le groupe multiplicatif de Fq est cyclique (et donc iso-
morphe à Z{pq ´ 1qZ).

Pour la preuve, voir p73-74, cours d’algèbre Perrin.
Application à la factorisation de polynômes avec Berlekamp ?
On peut mentionner que ces corps sont utilisés en crypto, théorie des codes

(code cycliques) par exemple.

Développements possibles

(1) Théorème chinois et application (Rombaldi p 244, Ulmer p58)
(2) Centre d’un p-groupe (Francinou, Oraux X-Ens algebre 1 p47)
(3) Cyclicité du groupe pZ{pZq˚ (Francinou, Oraux X-Ens algebre 1)
(4) Dénombrement des polynômes irréductibles unitaires sur un corps fini

(ou une variante pour montrer l’existence de corps fini. Le centre est
la construction du corps fini, donc il faut montrer l’existence d’un poly
irréductible de degré n pour tout entier n). (Perrin, cours d’algèbre)
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(5) Dans la section groupe opérant sur un ensemble, le compatage du col-
lier de perle est bien.

(6) Sinon toujours dans la section groupe opérant sur un ensemble, on
peut utiliser ces constructions pour montrer le théorème de Dixon qui
majore la probabilité pour que deux éléments de G tirés uniformément
et indépendemment commutent.

(7) Berlekamp (à voir ?)
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