LECON 146 : CONIQUES

RAPPORT JURY AGREG EXTERNE

La définition des coniques affines non dégénérées doit étre connue. Les
propriétés classiques des coniques doivent étre présentées. Bien distinguer
les notions affines, métriques ou projectives, la classification des coniques
étant sensiblement différente selon le cas. Souvent le candidat annonce qu’il
va "classifier les coniques" mais sans étre capable de préciser la nature de
cette classification. Plus généralement, il serait bien que les candidats aient
réfléchi a ce que 'on entend par "classification" en mathématiques. On peut
se situer sur un autre corps que celui des réels. Le lien entre classification
des coniques et classification des formes quadratiques peut étre établi & des
fins utiles.

1. DEFINITION D’UNE CONIQUE

1.1. Equation d’une conique dans le plan affine. Soit K un corps de
caractéristique différente de 2.

Définition 1.1. Une conique de l'espace affine A? = K? est une fonction
polynomiale de degré 2 :

f(z,y) = ax® + By + yy* + pr +ny + w

Remarque : on préfére définir une conique comme étant une fonction poly-
nomiale plutdét que comme étant les zéros de la forme polynomiale. En effet
22+ y? +1 et 22 4+ 1 ont les méme zéros dans R mais ne sont pas les mémes
coniques (voir sur C par exemple).

Si on note

a B2 p/2

Ap=1B/2 ~ /)2

12 n/2 w

Alors pour tout (z,y) € K2, on a

x
flzy) =(xy DAg |y

1

En particulier toute conique se décompose sous la forme f = g+ £+ ¢, ou
q est une forme quadratique non nulle sur K2, £ une forme linéaire de (K?2)*
et ¢ une constante de K.
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1.2. Coniques équivalentes. Etude d’un changement de coordon-
nées : Dans le plan affine, un changement de repére se traduit par le fait
que le nouveau repére (2',y’) vérifie

/
)-7()-()
Y Y €2
avec P € GLa(K) et ¢1,c2 € K.
Cela se traduit par le fait que

! pop2 oa) [z
Y |=1ps pa Y
1 0 0 1 1
p1 p2 A
On va noter Q = | ps ps c2 |. Les éléments de cette forme sont les
0 0 1
éléments du groupe affine linéaire GAz(K).
Alors
x
flay) = (xy DQTA;Q | y
1

Définition 1.2. Etant donné deux coniques du plan affine f et g, les deux
coniques sont dites équivalentes s’il existe une matrice ) € GA2(K) telle que

QTALQ = A,.

Influence de ’origine sur la forme quadratique :
Si on reprend le calcul de f = g + [ + ¢ en changeant de repére, on a (en
notant ¢ 'application bilinéaire associée a q)

f(xlay/) = Q(P(I',y) + (01762)) + E(P(li?y) + (01762)) tc

q(P(z,y)) + qlcr, c2) + 20(P(x,y), (c1,¢2)) + (P(z,y)) + L(c1, ¢2) + ¢
On constate que la forme quadratique n’est pas touchée par la translation

de l'origine du repére.
En particulier, la partie issue de la forme quadratique, Q; = <532 54 2)

est transformée sous I’action de @ en PTQ P

On peut donc dans un premier temps étudier la classification des formes
quadratiques de K?2.

2. POINT DE VUE MICHELE AUDIN

Pour justifier le passage a ’étude des formes quadratiques, on peut égale-
ment (et c’est plus propre) argumenter comme suit :

Les expressions de f lors d’un changement de repére donnent envie de
chercher s’il n’existe pas un point €2 tel que f s’écrive sous la forme f = g+c,
étant uniquement constitué d’une forme quadratique et d’une constante.
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Définition 2.1. S'il existe un point € du plan (on note O le centre actuel)
tel que f(OM) = q(Q2M) + ¢ alors f est appelée conique a centre et 2 est
le centre de la conique (par la suite on notera parfois f(M) pour f(OM)).

Théoréme 2.2. Pour qu’une conique affine soit une conique & centre, il faut
et il suffit que la partie quadratique q d’un des polynémes qui la définissent
soit non dégénérée

Démonstration. On suppose que f est de la forme
f(M) = g(OM) + L(OM) + ¢
et on a (compte tenus des calculs précédents)
F(M) = q(QB) + (20(QM, 0Q) + U(QM)) + ¢ + 1(0Q) + q(OQ)
Autrement dit, on cherche un point €2 tel que pour tout M, on ait
20(QM, 0Q) + [(QM) = 0

Autrement dit, on cherche un vecteur u(= O_Q) tel qu’on ait égalité des deux
formes linéaires suivantes :

plu,~) = —5l(~) € B*

Comme —%l(~) est un élément de E* (pour rappel cette notation est
I'ensemble des formules linéaires sur E avec £ = K? dans notre cas), on
peut trouver une solution si 'application £ — E*, u — @(u, ~) est bijective
(pour tout u € E). Comme E et E* ont la méme dimension, il suffit de
vérifier I'injectivité.

Or cela revient a vérifier que ¢(0, ~) = 0 € E*. Cest le cas si et seulement
si q est non dégénérée. ([l

Donc I’étude des conique a centre revient a I’étude des formes quadratiques

(une fois qu’on a trouvé le centre).

3. FORMES QUADRATIQUES
3.1. Définition.

Définition 3.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit que b: Ex F — K
est une forme bilinéaire si pour tout = de E les applications y — b(x,y) et
y — b(y,x) sont des formes linéaires sur F.

On appelle noyau de b I'ensemble
Ker(b) = {r € E,Vy € E,b(z,y) = 0}.
On dit que b est non-dégénérée si son noyau est réduit a 0.

On dit que le rang de b est rg(b) = dim E' — dim Ker(b).

Définition 3.2. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit que b: Ex EF — K
est une forme bilinéaire symétrique si pour tout z,y € E, on a b(x,y) =

by, x).
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Définition 3.3. Soit £ un espace vectoriel sur K. On dit que ¢: F — K
est une forme quadratique, s’il existe une forme bilinéaire symétrique b telle

que q(x) = b(x, z).

On peut représenter ¢ par une matrice A, symétrique.

3.2. Classification. L’action (P, A) — PT AP est une action de groupe sur
Iensemble des matrices symétriques. (Par classification, on entend ’étude
de cette action de groupe. )

Proposition 3.4. Soit K un corps et q un forme quadratique sur un espace
E de dimension finie. Alors E admet une base orthogonale pour q. (i.e, il
existe P € GL,,(K) telle que PTA,P soit diagonale.)

Démonstration. Algorithme : réduction de Gauss
On peut trouver un résumé dans H2G2 p 179 O

On en déduit le théoréme d’inertie de Sylvester sur C et R.

Proposition 3.5 (Formes quadratiques sur C). Soit ¢ une forme quadra-
tique sur un espace complexe de dimension n et r son rang. Il existe une base
e=(e1, - ,en) de E telle que pour tout x = Y\ | xe;

g(x) = Y}
=1

Proposition 3.6 (Théoréme d’inertie de Sylvester). Soit ¢ une forme qua-
dratique sur un espace réel de dimensionn et r son rang. 1l existe deux entiers
petr,0<p<r et une une base e = (e1,--- ,e,) de E telle que pour tout

T =30 Tie :
P r—p
q(x) = ) 2f = ) 2}
i=1 j=1

De plus, les entiers p et r ne dépendent que de q avec v = rg(q) et p le
mazimum de la dimension F' ot F' est un sev tel que q|p est définie positive.

Il y a également un version de la classification des coniques sur un corps

fini.

Cependant attention dans les 3 derniers énoncés, la base n’est plus néces-
sairement orthogonale pour ¢. Donc la transformation n’est plus de la forme
PTAqP. On aura donc besoin que de la lere proposition.

3.3. Retour aux coniques sur R. On considére une conique f(z,y) =
az? + Bry + vy? + px +ny + w.

Il existe une base orthogonale pour la forme quadratique g(x,y) = ax? +
By + vy?, dans laquelle ¢ s’écrit sous la forme q(z’,y') = az'? + by'?.

Dans cette base, on a donc

f(' ) = az™ + by? — 2ra’ — 2sy/ — k.
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Supposons ¢ non dégénérée i.e que a # 0 et b # 0.
On peut alors réécrire cette équation sous la forme f(2',y') = a(z' —
r/a)? + b(y' — s/b)? — h, soit encore
f(u,v) = au® +bv* —h
avec u = 2’ —r/a et v =y’ — s/b. (Ce dernier changement de variable est

simplement une translation, donc toujours seulement une action du groupe

affine).

(1) Si a,b > 0. Si h < 0, alors I’équation n’a pas de solution sur R. Si
h = 0, la solution se réduit en un point, si h > 0, les solutions de f
sont les mémes que

u?/A? +v?/B% =1
On reconnait ’équation d’une ellipse.

(2) Sia>0etb<0,etsih>0,alors on a les solutions de f sont les
mémes que
u?/A* —v? /B =1
On reconnait ’équation d’une hyperbole.

Supposons ¢ dégénérée par exemple a # 0 et b = 0.
Alors f(2',y') = ax’? — 2ra’ — 2sy’ — k, qu’on peut réécrire en f(z2',y') =
a(z’ —r/a)? — 25y’ — h, soit encore f(u,v) = au® —2sv — h
(1) Si s # 0, les solutions de f sont les mémes que
v=au
On reconnait ’équation d’une parabole.
(2) Si s =0, les solutions de f sont les mémes que
au® = h
On reconnait I’équation d’une ou deux droites paralléles (selon que

h =0 ou non).

(Résumé : cf Grifone édition 4 p 415).

4. EXERCICES
Exemple 4.1. (1) Effectuer une réduction de Gauss sur Q(x,y,z,t) =
xy + yz + 2zt + tx. En déduire le rang et la signature.
(2) Effectuer une réduction de Gauss sur Q(z,y, 2) = 22 +y% + 22 — 2zy —
20z — 2yz
Démonstration. (1) Q(z,y,z,t) = (x+2)(y+t) = 3(z+2+y+1)—
1(z+ 2z —y —t)% est de rang 2 et de signature (1,1).
(2) Qa,y,2) = (@ —y—2) —dyz = (2 —y—2)> = (y + 2)* + (y — 2)?

]
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Exemple 4.2. Soit E = £(R?). Soit (A, #) € R?, on pose pour f e E
Q(f) = ATe(f?) + pdet(f)
(1) Vérifier que @ est une forme quadratique sur E
(2) Déterminer en fonction de A et p le rang et la signature de Q. Analyser
en particulier les cas (A, p) = (1,0) et (A, ) = (0,1).

Démonstration. (1) Si la matrice de f dans la base canonique de R? est

a b
A= 0)
Q(f) = Ma® + 2bc + d*) + p(ad — be)
Q est un polyndéme homogéne de degré 2 en les coordonnées de f dans
la base canonique de £(R?) et donc @ est une forme quadratique sur
L(R?).
(2) SiA=p=0alorsr=0et s=(0,0).
SiA=0etu+#0 alors

QU =4atd —La—aP+ Lo+ = L-op

4 4
donc r =4 et s =(2,2).
SiA#0
_ Ao 12 o 22— p 2 2\ —p 2
Q(f)—/\(a+2u)d + (A 4A)d+ 1 (b+c) 1 (b—c)

Sipg=2\r=18Sip=—-2\r=3Sinonr =4
O

Exemple 4.3. Quel est le lien entre le discriminant de I’équation ax? + bx +
¢ = 0 et la signature de la forme quadratique az? + bxy + cy??
Effectuer la réduction de Gauss de ax? + bry + cy?.

Démonstration. Si le discriminant est positif, la signature est (1,1), si le

discriminant est nul, la signature est (1,0), sinon c’est (2,0) ou (0,2).
b2 —4ac

ax? + bry + cy? = a(x + Q—bay)2 - (% y? O



	Rapport jury agreg externe
	1. Définition d'une conique
	1.1. Équation d'une conique dans le plan affine
	1.2. Coniques équivalentes

	2. Point de vue Michèle Audin
	3. Formes quadratiques
	3.1. Définition
	3.2. Classification
	3.3. Retour aux coniques sur R

	4. Exercices

