LECON 115 : DIVERSES FACTORISATIONS DE
MATRICES. APPLICATIONS

RAPPORT JURY AGREG EXTERNE (EXEMPLES DE DECOMPOSITIONS DE
MATRICES )

Dans cette lecon, il est attendu de choisir quelques exemples de décom-
positions de matrices présentées avec quelques applications significatives.
Citons les plus classiques : décomposition LU, décomposition de Dunford,
décomposition de Frobenius, décomposition de Jordan, décomposition QR,
décomposition polaire, décomposition de Cholesky... Il ne s’agit pas d’établir
un catalogue complet, mais plutdt de présenter des méthodes et des domaines
d’applications variées. Les aspects de constructions effectives ou approchées
algorithmiques doivent étre abordés. Les relations entre les différentes dé-
compositions proposées, s’il y en a, doivent étre connues.

1. QUELQUES REMARQUES DE COMPLEXITE

Définition 1.1. La complexité algorithmique d’un probléme mesure le
nombre d’opérations élémentaires nécessaires a sa résolution, en fonction de
la taille des données. Elle est généralement exprimée par la notation : O.

On a les résultats de complexité usuels suivants :

Proposition 1.2 (Résultats de complexité usuels).
(1) Multiplication de matrices naive : O(n3).
(2) Multiplication de Strassen : O(n182(7)) ~ O(n?81).
(3) Décomposition LU (élimination de Gauss) : O(n?).
(4) Résolution d’un systéeme triangulaire : O(n?).

Dans la suite on va s’attarder sur la justification de certains résultats pré-
cédents (au passage, on rappellera les opérations élémentaires et leur com-
plexité).

1.1. Justifications de certaines complexités.

1.1.1. Complexité de la multiplication matricielle naive.
Considérons deux matrices carrées A = (a;;) et B = (b;;) de taille n x n.
Le produit C' = AB = (¢;;) est défini par :
n
Cij = Z aikbkj, 1< i,j <n.
k=1
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Ce calcul nécessite, pour chacun des n? coefficients ¢ij, exactement n mul-
tiplications et (n — 1) additions. Ainsi, le nombre total d’opérations élémen-
taires (additions et multiplications) est proportionnel a4 n3. On obtient donc
une complexité en :

O(n?).

1.1.2. Coit des opérations élémentaires sur les matrices.
En algébre linéaire, ce que 'on appelle classiquement une opération élé-
mentaire sur une matrice correspond aux opérations suivantes :

(1) Permutation de deux lignes (ou colonnes) :
Cela correspond & multiplier la matrice par une matrice de permutation
¢élémentaire Pj; (obtenue & partir de la matrice identité I,, en permutant
les lignes i et j). Par exemple, permuter les lignes i et j de A se
représente par :

P;;A, ou P = I, avec lignes i et j échangées.

Le cotit de cette opération est de l'ordre de n opérations scalaires (il
suffit d’interchanger les deux lignes ou colonnes, soit n échanges).

(2) Multiplication d’une ligne (ou colonne) par un scalaire non
nul (dilatation) :
On multiplie une ligne ¢ par un scalaire A # 0, ce qui se représente
par :

D;(\)A, ou D;(A) =diag(1,...,1, = A ,1,...,1).

position

Le coiit de cette opération est également en O(n) opérations élémen-
taires (multiplication de chaque coefficient de la ligne ou colonne concer-
née par \).

(3) Addition d’une ligne (ou colonne) a un multiple d’une autre
ligne (ou colonne) (transvection) :
Ajouter & la ligne j un multiple « de la ligne 4 correspond & une trans-
vection élémentaire représentée par :

Tij(@)A, ou Tj,(a) =1, + aE;;

et Ej; la matrice ayant 1 en position (j,) et 0 ailleurs.

La encore, le coiit est en O(n) opérations élémentaires (multiplica-
tions par « puis additions pour chacun des coefficients de la ligne ou
colonne).

Remarque 1.3. Chacune de ces opérations élémentaires sur les matrices cotite
donc O(n) opérations scalaires (multiplications ou additions). C’est pour-
quoi, lorsqu’on effectue une analyse de complexité sur des algorithmes ma-
triciels (comme la décomposition LU), on peut compter le nombre total de
ces opérations élémentaires pour en déduire la complexité globale.
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1.1.3. Complexité de la décomposition LU.

La décomposition LU d’une matrice A carrée de taille n x n consiste a
trouver deux matrices triangulaires L (triangulaire inférieure avec des 1 sur
la diagonale) et U (triangulaire supérieure) telles que :

A=1LU.

Cette factorisation s’obtient classiquement par ’algorithme d’élimination

de Gauss :

— A Détape k, on élimine successivement les coefficients sous-diagonaux
de la colonne k£ en combinant les lignes entre elles, ce qui correspond a
effectuer des opérations élémentaires de type « ajouter & une ligne un
multiple d’'une autre ligne ».

— Pour chaque colonne k, on réalise environ (n — k)? opérations élémen-
taires.

— Ainsi, le cofit total est donné par la somme :

‘ ~nn—-1)2n-1) n3
gl(n —k)? = 5 ~ g

On obtient donc finalement une complexité totale en :

O(n?).
2. DECOMPOSITION DE JORDAN ET APPLICATIONS

Théoréme 2.1 (Décomposition de Jordan). Soit E un espace vectoriel de
dimension finie sur un corps K. Soit u un endomorphisme de E, Si le po-
lynéme caractéristique de u est scindé sur K, alors il existe une base de E
dans laquelle la matrice de u s’écrit :

[an}
[es}

Al
0 A

—_
[es)

J=diag(J)\hml,...,J)\“mT), ol J)\,m: : .. .. :
00 0 X 1
00 0 0 A
ot les scalaires A1, -+, As sont les valeurs propres de u. De plus, deur ma-

trices représentant u de la forme précédente sont égales, a l’ordre des blocs
de Jordan prés. On appelle cette matrice la réduite de Jordan de u.

Démonstration. Soit P le polynéme caractéristique de u. On note P =
[T, (X = M)t

D’aprés le théoréme de Caley Hamilton, on a P(u) = 0, de plus, par le
lemme des noyaux, on sait que ’espace F se décompose de la fagon suivante :

S
E = Ker(P(u)) = P Ker((u — \id)")
i=1
Pour chaque valeur propre )\;, on considére les espaces caractéristiques
E; = Ker((u — A\id)%), et on va montrer qu'il existe une base de E; =
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Bi1 @ - @ B ot u s’écrit de la forme J), ,, sur chaque B;; avec n la
dimension de B; ;.

Sur F; on considére 'endomorphisme v; = u — \;id. Cet endormorpshime
est nilpotent et on va montrer qu’il admet une décomposition de Jordan.

On va déja montrer le lemme suivant (énoncé de fagon plus générale pour
éviter les divers indices).

Lemme 2.2. Soit f € L(E) nilpotent d’indice q. Alors, pour tout x € E tel
que f7 1 (x) # 0, Uespace Ef, = Vect(z, f(z),..., [T (x)) est f-stable et
la famille (f9=1(x), f172(x), -, f(x),x) en est une base, et la matrice de f
restreinte a By, s’écrit sous la forme

01 0 ... 0
00 1 ... 0

00 O 0 1
00 O 0 0
Démonstration. Le plus petit sous-espace f-stable contenant = est K[ f](x).
Comme f"(z) = 0 pour n > ¢q,on a Et, = K[f](x). Donc, E¢, est f-stable
et de dimension au plus ¢. Vérifions que la famille est libre.
Soit (Ai)oi<g—1 € K9 tels que 2970 \; fi(z) = 0. Alors, pour tout k € N,
ona0=fk (zg;g A fi(x)) = 391\ 7+ (2) par linéarite.
En prenant k = ¢ — 1, on a alors Ao f9 '(z) = 0, et donc \g = 0. Puis,
avec k = ¢ — 2, on obtient de méme A; = 0. En continuant ainsi jusqu’a

kE = 0, on obtient que les (A;)o<i<q—1 sont tous nuls, et donc que la famille
est libre. Comme elle est génératrice, c’est une base de Ey . [l

On peut maintenant montrer la décomposition de Jordan pour un endo-
morphisme nilpotent.

Lemme 2.3 (Décomposition de Jordan d’un endomorphisme nilpotent).
Soit f € L(E) nilpotent. 1l existe des entiers di = -+ = dy tels que, dans une
certaine base B de E, la matrice de f soit diagonale par blocs avec les blocs

(Jdk)1<k<e-

Démonstration. Procédons par récurrence forte sur n = dim(F) :
— Pour n =1, on a que f est 'endomorphisme nul et donc le résultat est
vral.
— Supposons n = 2 et que le résultat est vrai en dimensions inférieures.
Soit f € L(E) nilpotent d’ordre q. On peut supposer 2 < g < n,
car si ¢ = 1, f est nul et si ¢ = n, en prenant x satisfaisant le lemme
précédent, on a que Ef, = E et donc que la matrice de f dans la base
(F2 (@), f7 (@), f(2),2) est Jn,
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Cherchons une décomposition de E en sous-espaces stricts stables
afin d’appliquer le lemme.

Considérons x € E comme dans le lemme précédent. Cherchons
un supplémentaire stable par f. Complétons (z, f(z),..., f9'(z)) en
une base (e1,...,e,) (on ae; = f7(x)) et posons F = {ye E | Vje
N, ex(f7(y)) = 0} = ;- ker(ef o f7) (avec (ef); la base duale de (e;);,
on rappelle que par définition e} (e;) = 1 et e(ey) = 0 pour k # i )
puisque f9 = 0, de sorte que F' est un sous-espace vectoriel de F de
dimension au moins 17 — ¢ (car l'intersection de ¢ hyperplans, et une
intersection d’un espace avec un hyperplan fait chuter la dimension de,
au plus, 1). De plus, F' est clairement f-stable.

Vérifions que Ey, n F = {0}. Soit y = Y93 \ifi(z) € Ef, 0 F. On
a0 =ei(y) = A1, puis 0 = e} (f(y)) = A\g—2, puis on itére jusqu’a
0=eX(f7 (y)) = Ao, donc y = 0.

La dimension de F' est donc exactement n — ¢ (sinon il serait de
dimension trop grande pour avoir une intersection nulle avec Ey ).
On a donc une décomposition de F = E;, @ F.

La matrice de f dans la base (f¢~(z), f47%(z), - , f(x),z) est de
la forme

01 0 ... 0
o0 1 ... 0

00 0 0 1

00 0 0 O
et on applique 'hypothése de récurence & fr sur I'espace F, puis en
concaténant la décomposition.

]
(]

2.1. Applications.
— Deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont la
méme réduite de Jordan (toujours & l'ordre des blocs de Jordan prés)
— FEtude des systémes différentiels linéaires (voir paragraphe suivant).

2.1.1. Réduction de Jordan et systémes différentiels. Considérons un systéme
différentiel linéaire & coefficients constants :

y(t) = Ay(t), Ae My(C).
La réduction de Jordan permet de résoudre explicitement ce systéme. Sup-
posons en effet que 'on ait trouvé une matrice inversible P telle que :
PrAP =J, J=diag(Jy,,...,J5),
ot chaque Jy, est un bloc de Jordan associé¢ a la valeur propre \;. Posons
z(t) = P7ly(t), alors :

2 (t) = Jz(t).
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Ce dernier systéme est découplé en sous-systémes correspondant & chaque

bloc de Jordan :
2'(t) = Jaz(t).
La solution explicite associée & chaque bloc est alors donnée par :

2(t) = eMelNt2(0).

Or la matrice e* est facile & calculer de par sa forme de Jordan (exemple
sur une matrice 5 x 5).

A A £ A t° A
t t t t
e te 2!6 32'6
t
et = 0 M teM 2'6)\t

3. DECOMPOSITION DE FROBENIUS ET APPLICATIONS

Il s’agit de montrer la décomposition d’'un endormorphisme en endormor-
phismes cycliques. On rappelle qu'un endomorphisme wu est cyclique s’il
existe ¥ € F tel que (z,u(z),...,u" (z)) est une base de E.

Dans une telle base, u"(z) = an_1u™ () + - - + aju(z) + apr = P(u)(z)
et la matrice de u dans cette base s’écrit sous la forme

0 0 ... 0 —qag
10 ... 0 —a
Cp=|01 ... 0 -—a
0 0 ... 1 —ad—1

3.1. Lemme préparatoire.
On note m,, le polynéme minimal de u et m, le polyndéme générateur de
I'idéal
Iy = {P € K[z], P(u)(x) = 0}

On a, pour tout x € E, que m, divise my,,.
Lemme 3.1. [l existe x € E tel que my, = my,.

Démonstration. On écrit m,, = P;"* --- P avec les P; irréductibles distincts.
Alors :
'
E=@N;, N;=ker(P"(u)).

i=1
Sur chaque Nj, le polynéme minimal m; divise P;*, donc m,, = ppem(my, ..., m;) =
my---m, (les m; sont en effet premiers entre eux car divisent des P; disc-
tincts). Pour chaque 4, on peut trouver x; € N; tel que my, = m;. En effet,
si on pose m; = P, alors P%1(u) # 0, donc il existe z; € N; tel que

(2 (2

Pfi_l(u)(x) # 0. Donc my, = m;,.



On pose alors x = z1 + - - - + 2, cet & convient, car :
My = PPCm(Myy, ..., My, ) = M1 -+ My = My,
U

3.2. Théoréme principal. Soit u € L(E) ot E est un K-espace vectoriel
non nul de dimension finie.

Théoréme 3.2 (Décomposition de Frobenius). Il existe des sous-espaces
vectoriels non nuls Fy,...,F. de E, stables par u, tels que :
(1) E=F® - ®F;
(2) Pour tout i € [1,7], l"endomorphisme wp, est cyclique, de polynome
minimal P; ;
(3) Po| Prey |-+ | Pr.

La suite (Pi,...,P.) est appelée suite des invariants de similitude de u et
elle est unique.

Démonstration.

(1) D’apreés le lemme préparatoire, il € E tel que m, = my. Si d =
deg(m,,), alors

(€1, -y eq) = (z,u(@), ..., ut™!(2))
est une base d’'un sous-espace F' = F,. Complétons-la en une base
(e1,...,en) de E et notons (e}, ..., e}) la base duale. Définissons :

I={eiou’|keN}, G=I°={yeF|VkeN, eiu"(y)) = 0}.
Alors GG est un sous-espace u-stable.

(2) Si z € F n G non nul, alors il existe p et = >7_, \je; avec A, # 0.

Mais alors :
0= ej(u’P(z)) =X = Ay =0,
contradiction. Donc F'n G = {0}.

(3) Soit ¢ : K[u] — Vect(I") définie par P(u) — e}; o P(u). Cette applica-
tion est surjective, comme dim(K[u]) = d, on en déduit dim(Vect(T")) <
d, et

dim(G) = dim(F) — dim(Vect(I')) > dim(F) — d = dim(E) — dim(F).
Comme F' n G = {0}, on a finalement :

E=F®dG.

(4) On applique la propriété par récurrence a G, en posant F; = F et
P, = my. Si G = {0}, c’est terminé. Si G # {0}, on lui applique
I’hypothése de récurrence. On aura bien Pj|Ps car P, est le polyndome
de u) par construction (qui divise le polynéme minimal de u, a savoir

my, = Pp) et on obtient bien les divisibilités P, | --- | P;.
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(5) Unicité :
Il reste & montrer 'unicité. Supposons qu’il existe deux décomposi-
tions
E=F& - ®F=G® &G,
associées respectivement a deux suites distinctes (Py, ..., P.) et (Q1,...,Qs)
vérifiant les conditions du théoréme. Comme on a

dim(E) = Y dim(F) = Y. dim(G;),
i=1 Jj=1

il existe un indice minimal & € [1, min(r, s)] tel que Py # Q. Comme
les sous-espaces F; et G sont stables par u et que P; | P, pour i €
[k+1,7], ona

k—1 s
(*) Pp(u)(E) = @ Pi(u)(F;) = (‘Dlpk(u)(Gj)-
i=1 j=

Pour tout i € [1,k — 1], comme les endomorphismes u|r, et u|g, sont
cycliques de méme polynéme minimal, ils sont représentés par la méme
matrice compagnon dans une base B; de F; et C; de G;, donc

dim (P (u)(F;)) = dim(Pg(u)(Gi)).
En prenant la dimension dans (x), on obtient que
dim(Py(u)(Gk)) = - - = dim(FPy(u)(Gs)) = 0,

donc Qy | Py. Par symétrie, on obtient Py | Q, ce qui est absurde par
définition de l'indice k, d’out le résultat.

O

3.3. Remarques.

— C’est une classification des matrices (sans nécessiter de corps algébri-
quement clos).

— La théorie des invariants de similitude est un cas concret d’un théoréme
beaucoup plus général de structure des modules de type fini sur un
anneau principal. A ce titre, ¢’est un théoréme du méme type que le
théoréme de structure des sous-groupes de Z".
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