
LEÇON 115 : DIVERSES FACTORISATIONS DE
MATRICES. APPLICATIONS

Rapport jury agreg externe (exemples de décompositions de
matrices)

Dans cette leçon, il est attendu de choisir quelques exemples de décom-
positions de matrices présentées avec quelques applications significatives.
Citons les plus classiques : décomposition LU, décomposition de Dunford,
décomposition de Frobenius, décomposition de Jordan, décomposition QR,
décomposition polaire, décomposition de Cholesky... Il ne s’agit pas d’établir
un catalogue complet, mais plutôt de présenter des méthodes et des domaines
d’applications variées. Les aspects de constructions effectives ou approchées
algorithmiques doivent être abordés. Les relations entre les différentes dé-
compositions proposées, s’il y en a, doivent être connues.

1. Quelques remarques de complexité

Définition 1.1. La complexité algorithmique d’un problème mesure le
nombre d’opérations élémentaires nécessaires à sa résolution, en fonction de
la taille des données. Elle est généralement exprimée par la notation : O.

On a les résultats de complexité usuels suivants :

Proposition 1.2 (Résultats de complexité usuels).

(1) Multiplication de matrices naïve : Opn3q.

(2) Multiplication de Strassen : Opnlog2p7qq « Opn2.81q.

(3) Décomposition LU (élimination de Gauss) : Opn3q.

(4) Résolution d’un système triangulaire : Opn2q.

Dans la suite on va s’attarder sur la justification de certains résultats pré-
cédents (au passage, on rappellera les opérations élémentaires et leur com-
plexité).

1.1. Justifications de certaines complexités.

1.1.1. Complexité de la multiplication matricielle naïve.
Considérons deux matrices carrées A “ paijq et B “ pbijq de taille n ˆ n.

Le produit C “ AB “ pcijq est défini par :

cij “

n
ÿ

k“1

aikbkj , 1 ď i, j ď n.
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Ce calcul nécessite, pour chacun des n2 coefficients cij , exactement n mul-
tiplications et pn´ 1q additions. Ainsi, le nombre total d’opérations élémen-
taires (additions et multiplications) est proportionnel à n3. On obtient donc
une complexité en :

Opn3q.

1.1.2. Coût des opérations élémentaires sur les matrices.
En algèbre linéaire, ce que l’on appelle classiquement une opération élé-

mentaire sur une matrice correspond aux opérations suivantes :

(1) Permutation de deux lignes (ou colonnes) :
Cela correspond à multiplier la matrice par une matrice de permutation
élémentaire Pij (obtenue à partir de la matrice identité In en permutant
les lignes i et j). Par exemple, permuter les lignes i et j de A se
représente par :

PijA, où Pij “ In avec lignes i et j échangées.

Le coût de cette opération est de l’ordre de n opérations scalaires (il
suffit d’interchanger les deux lignes ou colonnes, soit n échanges).

(2) Multiplication d’une ligne (ou colonne) par un scalaire non
nul (dilatation) :
On multiplie une ligne i par un scalaire λ ‰ 0, ce qui se représente
par :

DipλqA, où Dipλq “ diagp1, . . . , 1, λ
loomoon

position i

, 1, . . . , 1q.

Le coût de cette opération est également en Opnq opérations élémen-
taires (multiplication de chaque coefficient de la ligne ou colonne concer-
née par λ).

(3) Addition d’une ligne (ou colonne) à un multiple d’une autre
ligne (ou colonne) (transvection) :
Ajouter à la ligne j un multiple α de la ligne i correspond à une trans-
vection élémentaire représentée par :

Ti,jpαqA, où Ti,jpαq “ In ` αEj,i

et Ej,i la matrice ayant 1 en position pj, iq et 0 ailleurs.
Là encore, le coût est en Opnq opérations élémentaires (multiplica-

tions par α puis additions pour chacun des coefficients de la ligne ou
colonne).

Remarque 1.3. Chacune de ces opérations élémentaires sur les matrices coûte
donc Opnq opérations scalaires (multiplications ou additions). C’est pour-
quoi, lorsqu’on effectue une analyse de complexité sur des algorithmes ma-
triciels (comme la décomposition LU), on peut compter le nombre total de
ces opérations élémentaires pour en déduire la complexité globale.

2



1.1.3. Complexité de la décomposition LU.
La décomposition LU d’une matrice A carrée de taille n ˆ n consiste à

trouver deux matrices triangulaires L (triangulaire inférieure avec des 1 sur
la diagonale) et U (triangulaire supérieure) telles que :

A “ LU.

Cette factorisation s’obtient classiquement par l’algorithme d’élimination
de Gauss :

— À l’étape k, on élimine successivement les coefficients sous-diagonaux
de la colonne k en combinant les lignes entre elles, ce qui correspond à
effectuer des opérations élémentaires de type « ajouter à une ligne un
multiple d’une autre ligne ».

— Pour chaque colonne k, on réalise environ pn ´ kq2 opérations élémen-
taires.

— Ainsi, le coût total est donné par la somme :
n

ÿ

k“1

pn ´ kq2 “
npn ´ 1qp2n ´ 1q

6
«

n3

3
.

On obtient donc finalement une complexité totale en :

Opn3q.

2. Décomposition de Jordan et applications

Théorème 2.1 (Décomposition de Jordan). Soit E un espace vectoriel de
dimension finie sur un corps K. Soit u un endomorphisme de E, Si le po-
lynôme caractéristique de u est scindé sur K, alors il existe une base de E
dans laquelle la matrice de u s’écrit :

J “ diagpJλ1,m1 , . . . , Jλr,mrq, où Jλ,m “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 0 λ 1
0 0 0 0 λ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

où les scalaires λ1, ¨ ¨ ¨ , λs sont les valeurs propres de u. De plus, deux ma-
trices représentant u de la forme précédente sont égales, à l’ordre des blocs
de Jordan près. On appelle cette matrice la réduite de Jordan de u.

Démonstration. Soit P le polynôme caractéristique de u. On note P “
śs

i“1pX ´ λiq
ℓi

D’après le théorème de Caley Hamilton, on a P puq “ 0, de plus, par le
lemme des noyaux, on sait que l’espace E se décompose de la façon suivante :

E “ KerpP puqq “

s
à

i“1

Kerppu ´ λiidqℓiq

Pour chaque valeur propre λi, on considère les espaces caractéristiques
Ei “ Kerppu ´ λiidqℓiq, et on va montrer qu’il existe une base de Ei “
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Bi,1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Bi,k où u s’écrit de la forme Jλi,n, sur chaque Bi,j avec n la
dimension de Bi,j .

Sur Ei on considère l’endomorphisme vi “ u ´ λiid. Cet endormorpshime
est nilpotent et on va montrer qu’il admet une décomposition de Jordan.

On va déjà montrer le lemme suivant (énoncé de façon plus générale pour
éviter les divers indices).

Lemme 2.2. Soit f P LpEq nilpotent d’indice q. Alors, pour tout x P E tel
que f q´1pxq ‰ 0, l’espace Ef,x “ Vectpx, fpxq, . . . , f q´1pxqq est f -stable et
la famille pf q´1pxq, f q´2pxq, ¨ ¨ ¨ , fpxq, xq en est une base, et la matrice de f
restreinte à Ef,x s’écrit sous la forme

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Démonstration. Le plus petit sous-espace f -stable contenant x est Krf spxq.
Comme fnpxq “ 0 pour n ě q, on a Ef,x “ Krf spxq. Donc, Ef,x est f -stable
et de dimension au plus q. Vérifions que la famille est libre.

Soit pλiq0ďiďq´1 P Kq tels que
řq´1

i“0 λif
ipxq “ 0. Alors, pour tout k P N,

on a 0 “ fk
´

řq´1
i“0 λif

ipxq

¯

“
řq´1

i“0 λif
i`kpxq par linéarité.

En prenant k “ q ´ 1, on a alors λ0f
q´1pxq “ 0, et donc λ0 “ 0. Puis,

avec k “ q ´ 2, on obtient de même λ1 “ 0. En continuant ainsi jusqu’à
k “ 0, on obtient que les pλiq0ďiďq´1 sont tous nuls, et donc que la famille
est libre. Comme elle est génératrice, c’est une base de Ef,x. □

On peut maintenant montrer la décomposition de Jordan pour un endo-
morphisme nilpotent.

Lemme 2.3 (Décomposition de Jordan d’un endomorphisme nilpotent).
Soit f P LpEq nilpotent. Il existe des entiers d1 ě ¨ ¨ ¨ ě dℓ tels que, dans une
certaine base B de E, la matrice de f soit diagonale par blocs avec les blocs
pJdkq1ďkďℓ.

Démonstration. Procédons par récurrence forte sur n “ dimpEq :
— Pour n “ 1, on a que f est l’endomorphisme nul et donc le résultat est

vrai.
— Supposons n ě 2 et que le résultat est vrai en dimensions inférieures.

Soit f P LpEq nilpotent d’ordre q. On peut supposer 2 ď q ď n,
car si q “ 1, f est nul et si q “ n, en prenant x satisfaisant le lemme
précédent, on a que Ef,x “ E et donc que la matrice de f dans la base
pfn´1pxq, fn´2pxq, ¨ ¨ ¨ , fpxq, xq est Jn.
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Cherchons une décomposition de E en sous-espaces stricts stables
afin d’appliquer le lemme.

Considérons x P E comme dans le lemme précédent. Cherchons
un supplémentaire stable par f . Complétons px, fpxq, . . . , f q´1pxqq en
une base pe1, . . . , enq (on a eq “ f q´1pxq) et posons F “ ty P E | @j P

N, e˚
q pf jpyqq “ 0u “

Ş

jăq kerpe
˚
q ˝f jq (avec pe˚

i qi la base duale de peiqi,
on rappelle que par définition e˚

i peiq “ 1 et e˚
i pekq “ 0 pour k ‰ i )

puisque f q “ 0, de sorte que F est un sous-espace vectoriel de E de
dimension au moins n ´ q (car l’intersection de q hyperplans, et une
intersection d’un espace avec un hyperplan fait chuter la dimension de,
au plus, 1). De plus, F est clairement f -stable.

Vérifions que Ef,x XF “ t0u. Soit y “
řq´1

i“0 λif
ipxq P Ef,x XF . On

a 0 “ e˚
q pyq “ λq´1, puis 0 “ e˚

q pfpyqq “ λq´2, puis on itère jusqu’à
0 “ e˚

q pf q´1pyqq “ λ0, donc y “ 0.
La dimension de F est donc exactement n ´ q (sinon il serait de

dimension trop grande pour avoir une intersection nulle avec Ef,x).
On a donc une décomposition de E “ Ef,x ‘ F .

La matrice de f dans la base pf q´1pxq, f q´2pxq, ¨ ¨ ¨ , fpxq, xq est de
la forme

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et on applique l’hypothèse de récurence à fF sur l’espace F , puis en
concaténant la décomposition.

□

□

2.1. Applications.
— Deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont la

même réduite de Jordan (toujours à l’ordre des blocs de Jordan près)
— Étude des systèmes différentiels linéaires (voir paragraphe suivant).

2.1.1. Réduction de Jordan et systèmes différentiels. Considérons un système
différentiel linéaire à coefficients constants :

y1ptq “ Ayptq, A P MnpCq.

La réduction de Jordan permet de résoudre explicitement ce système. Sup-
posons en effet que l’on ait trouvé une matrice inversible P telle que :

P´1AP “ J, J “ diagpJλ1 , . . . , Jλrq,

où chaque Jλi
est un bloc de Jordan associé à la valeur propre λi. Posons

zptq “ P´1yptq, alors :
z1ptq “ Jzptq.
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Ce dernier système est découplé en sous-systèmes correspondant à chaque
bloc de Jordan :

z1ptq “ Jλzptq.

La solution explicite associée à chaque bloc est alors donnée par :

zptq “ eλteNtzp0q.

Or la matrice eλt est facile à calculer de par sa forme de Jordan (exemple
sur une matrice 5 ˆ 5).

etJλ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

eλt teλt
t2

2!
eλt

t3

3!
eλt

0 eλt teλt
t2

2!
eλt

0 0 eλt teλt

0 0 0 eλt.

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3. Décomposition de Frobenius et applications

Il s’agit de montrer la décomposition d’un endormorphisme en endormor-
phismes cycliques. On rappelle qu’un endomorphisme u est cyclique s’il
existe x P E tel que px, upxq, . . . , un´1pxqq est une base de E.

Dans une telle base, unpxq “ an´1u
n´1pxq ` ¨ ¨ ¨ `a1upxq `a0x “ P puqpxq

et la matrice de u dans cette base s’écrit sous la forme

CP “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 . . . 0 ´a0
1 0 . . . 0 ´a1
0 1 . . . 0 ´a2
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 ´ad´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

3.1. Lemme préparatoire.
On note mu le polynôme minimal de u et mx le polynôme générateur de

l’idéal
Ix “ tP P Krxs, P puqpxq “ 0u

On a, pour tout x P E, que mx divise mu.

Lemme 3.1. Il existe x P E tel que mx “ mu.

Démonstration. On écrit mu “ Pn1
1 ¨ ¨ ¨Pnr

r avec les Pi irréductibles distincts.
Alors :

E “

r
à

i“1

Ni, Ni “ kerpPni
i puqq.

Sur chaque Ni, le polynôme minimal mi divise Pni
i , donc mu “ ppcmpm1, . . . ,mrq “

m1 ¨ ¨ ¨mr (les mi sont en effet premiers entre eux car divisent des Pi disc-
tincts). Pour chaque i, on peut trouver xi P Ni tel que mxi “ mi. En effet,
si on pose mi “ P ℓi

i , alors P ℓi´1
i puq ‰ 0, donc il existe xi P Ni tel que

P ℓi´1
i puqpxq ‰ 0. Donc mxi “ mi.
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On pose alors x “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xr, cet x convient, car :

mx “ ppcmpmx1 , . . . ,mxrq “ m1 ¨ ¨ ¨mr “ mu.

□

3.2. Théorème principal. Soit u P LpEq où E est un K-espace vectoriel
non nul de dimension finie.

Théorème 3.2 (Décomposition de Frobenius). Il existe des sous-espaces
vectoriels non nuls F1, . . . , Fr de E, stables par u, tels que :

(1) E “ F1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Fr ;
(2) Pour tout i P J1, rK, l’endomorphisme u|Fi

est cyclique, de polynôme
minimal Pi ;

(3) Pr | Pr´1 | ¨ ¨ ¨ | P1.
La suite pP1, . . . , Prq est appelée suite des invariants de similitude de u et
elle est unique.

Démonstration.

(1) D’après le lemme préparatoire, il x P E tel que mx “ mu. Si d “

degpmuq, alors

pe1, . . . , edq “ px, upxq, . . . , ud´1pxqq

est une base d’un sous-espace F “ Ex. Complétons-la en une base
pe1, . . . , enq de E et notons pe˚

1 , . . . , e
˚
nq la base duale. Définissons :

Γ “ te˚
d ˝ uk | k P Nu, G “ Γ˝ “ ty P E | @k P N, e˚

dpukpyqq “ 0u.

Alors G est un sous-espace u-stable.
(2) Si x P F X G non nul, alors il existe p et x “

řp
i“1 λiei avec λp ‰ 0.

Mais alors :

0 “ e˚
dpud´ppxqq “ λp ñ λp “ 0,

contradiction. Donc F X G “ t0u.
(3) Soit φ : Krus Ñ VectpΓq définie par P puq ÞÑ e˚

d ˝ P puq. Cette applica-
tion est surjective, comme dimpKrusq “ d, on en déduit dimpVectpΓqq ď

d, et

dimpGq “ dimpEq ´ dimpVectpΓqq ě dimpEq ´ d “ dimpEq ´ dimpF q.

Comme F X G “ t0u, on a finalement :

E “ F ‘ G.

(4) On applique la propriété par récurrence à G, en posant F1 “ F et
P1 “ mu. Si G “ t0u, c’est terminé. Si G ‰ t0u, on lui applique
l’hypothèse de récurrence. On aura bien P1|P2 car P2 est le polynôme
de u|G par construction (qui divise le polynôme minimal de u, à savoir
mu “ P1) et on obtient bien les divisibilités Pr | ¨ ¨ ¨ | P1.
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(5) Unicité :
Il reste à montrer l’unicité. Supposons qu’il existe deux décomposi-

tions
E “ F1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Fr “ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gs

associées respectivement à deux suites distinctes pP1, . . . , Prq et pQ1, . . . , Qsq

vérifiant les conditions du théorème. Comme on a

dimpEq “

r
ÿ

i“1

dimpFiq “

s
ÿ

j“1

dimpGjq,

il existe un indice minimal k P J1,minpr, sqK tel que Pk ‰ Qk. Comme
les sous-espaces Fi et Gj sont stables par u et que Pi | Pk pour i P

Jk ` 1, rK, on a

(*) PkpuqpEq “

k´1
à

i“1

PkpuqpFiq “

s
à

j“1

PkpuqpGjq.

Pour tout i P J1, k ´ 1K, comme les endomorphismes u|Fi et u|Gi sont
cycliques de même polynôme minimal, ils sont représentés par la même
matrice compagnon dans une base Bi de Fi et Ci de Gi, donc

dimpPkpuqpFiqq “ dimpPkpuqpGiqq.

En prenant la dimension dans p˚q, on obtient que

dimpPkpuqpGkqq “ ¨ ¨ ¨ “ dimpPkpuqpGsqq “ 0,

donc Qk | Pk. Par symétrie, on obtient Pk | Qk, ce qui est absurde par
définition de l’indice k, d’où le résultat.

□

3.3. Remarques.
— C’est une classification des matrices (sans nécessiter de corps algébri-

quement clos).
— La théorie des invariants de similitude est un cas concret d’un théorème

beaucoup plus général de structure des modules de type fini sur un
anneau principal. À ce titre, c’est un théorème du même type que le
théorème de structure des sous-groupes de Zn.
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